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Problemas parabolicos

« El problema parabdlico tipico es el de conduccion de calor gue define el campo
de temperaturas u en un cuerpo isétropo que ocupa la regién QcRRY, con

conductividad k y calor especifico pc, sujeto a una fuente de calor interna f:

pclu—-V-(kVu)=f VxeQ,Vvtel=(0,T) Balance de energia|
u=0 vxel,,Vtel CB Dirichlet
au > PVBI (6.1)
ka—:o Vxel',Vtel CB Neumann
n
u(x,t) =u’(x) VxeQ,t=0 Condicion inicial |

1. Discretizacion espacial por MEF = forma semi-discreta del PVBI (6.1)
Discretizacion temporal — forma totalmente discreta del PVBI (6.1)

« Nota: por discretizacion espacial se obtiene un PVI para un sistema de ODEs.
Este sistema puede ser rigido, imponiendo requisitos adicionales de estabilidad
sobre los métodos que se usaran para la discretizacion temporal.
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Problema parabolico modelo en 1D

Conduccidn de calor en una
barra con k=pc=1, Q=0.

(ou %

u(x,0)=u’(x)

2 98 g
ot ox°

u(O)=u(z)=0 t>0

O<x<mt>0

O<x<rm

: - : 0 20\ cinf i
« Por sep. de vbles. se obtiene la solucidn exacta: u(x,t) = Zuj exp(—Jt)sin( jx)

T 1=l .
donde u® = \EL u°(x)sin( jx)dx son los coefs. de la serie de Fourier de u(x).

= U es una combinacion lineal de ondas sinusoidales sin( jx), de frecuencia jy

amplitud u? exp(—j°t).

Cada onda sin( jx) vive en una escala de tiempo ~ os
de orden O(j2), puesto que exp(— jt) es muy Ll
pequefo cuando j*t es moderadamente grande.

Las componentes de alta frecuencia se

amortiguan rapidamente.

=> U se hace cada vez mas suave cuando t aumenta. 9=

1

exp(-f1)

0.4~

0.2r

0
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Problema parabolico modelo en 1D (cont.)

En gral., u no seré suave para t pequefio, y puede que [ull = [lull_, o ) —> oo para t—0.

Mas precisamente, el tamaro de las derivadas de u con respectoaty ax parat
pequeiio dependera de cuan rapido decaiga u? con j creciente.
Ejemplos: W0 =Cj
0 J
UX)=r—X%X,0<X<7z=+ ;
|lu| ~Ct™ cuandot —0

(u? =Cj~*
u’(x) =min(x, 7 —Xx), 0 < X< 7 =<

uf| ~ Ct™* cuandot — 0

\

Siu’ decae mas rapidamente que j2° cuando j—oo, entonces|lul sera acotada
cuando t—0. Cuando més suave sea u®, mas rapido decaera u? cuando j—o.
Notese que u® debe satisfacer las CB Dirichlet: u®(0)=u(z)=0.

La fase inicial (t pequefo), donde ciertas derivadas de u son grandes, se denomina
transitorio inicial. Superado el transitorio inicial, la solucion de un problema
parabolico se hara cada vez mas suave a medida que t aumenta.

Puede haber transitorios para t>0 si Q o las CB varian bruscamente en el tiempo.
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Estabilidad en problemas parabolicos

« Sif=0, se verifica (desarrollar a partir de la solucion por serie Fourier)
Jull < flu°]

. C tel
||u||sT||u°||

e De la tltima estimacion se deduce;
siu’ e, (Q)=|ul=0(t") cuandot —0
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Semi-discretizacion espacial

Dado el problema u—-Au=f VxeQ,Vtel=(0,T)
u=0 vxel,, Vtel (6.2)
u=u’ VxeQ,t=0

su forma variacional resulta
Hallar u(t) e V =Hy(Q), tel/ (u(t),v)+a(u(t),v)
(u(0),v) =(u’v)

Sea VcV de dimension finita, con base {¢;,0;,..., ou}-

Supongamos Q poligonal convexo y V, compuesto de funciones lineales por
tramos sobre una triangulacion casi uniforme T, de Q. Remplazando V por
V, obtenemos el analogo semi-discreto de (6.7)

Hallar u, (t) e V,, tel/ (u,(t),v)+a(u,(t),v)=(f,v), WwveV,tel
(u, (0),v) =(u°,v)

(f,v), YveV,tel.
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Semi-discretizacion espacial (cont.)

M
Como u,eV,, podemos escribir u, (X,t) = Zfi (). (X)

Ademas, tomando v=¢, , j]=1,2,...,M., en la forma semi-discreta obtenemos

2.50(0.0)+ 2 a0a(ene)=(F0y),  i=12.. M tel

izl\_ﬂllfi(o)((Piigpj):(uO’(Dj)

- Matricialmente: BE(t)+ A&(t) = F(t), tel. B, = (60.’% J%CﬁjdV
B&(0)=U"° ?
. . . A =2a(9,9)) jvcoi Vo,dv
« La matrices de masa B y rigidez A son simétricas
y definidas positivas. =(f,p) Jfgoldv
« NUmeros de condicion de las matrices Ay B: (
max autovalor de A . U’ =(u ,gai = |u’pdv
x(A) = =0(h™), x(B)=0() l

min autovalor de A
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Semi-discretizacion espacial (cont.)

- Dado el problema semi-discreto: BE&(t) + AE(t) = F(t), tel

B&(0)=U"
« Si introducimos la descomposicion de Cholesky B=E'E, y la nueva vble. n=E¢&, y
multiplicamos (6.10) por E-T, obtenemos:

(6.10)

ETEE()+ AE(t) = F(t) tel
E'n(t)+ AE '5(t) = F(t) E'EE0)=U°
§(t)+ ETAE 'g(t) = ETF(t) E'»(0)=U"°
() + A'n(t) = g(t) tel n(0)=EU" =y | (6.11)
cuya solucion es t
n(t) =exp(—At)n° + j exp(—A"(t—s)) g(s)ds, tel

0
« Lamatriz A"=E-TAE-! es simétrica y definida positiva, con k(A*)=0(h=2).

« El problema (6.11) es un ejemplo de PVI rigido, dado que k(A" es grande y en
consecuencia los autovalores de A (que son positivos) varian considerablemente.
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Estabilidad en el problema semi-discreto
« Dado (u, (), v)+a(u, ), v)=(f,v), weV,tel
» SiIf=0yv=uy, (u (t) u, (t))+a(u, (t),u,(t))=0 tel

28t ||u (t)|| +a(u, (t),u,(t))=0

(|20 + 200,91, Jos =

Ju, @] + 2_t'a(uh(s), u,(s))ds = u, O <luell

0

= ||u, ®)] < Ju, @] < Il
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Estimacion de error en el problema semi-discreto

Teorema: si u es la solucion del problema modelo
(ut),v)+a(u(t),v)=(f,v), WweV,tel.

(u(0),v)=(u’,v)
y U, es la solucion del andlogo semi-discreto
(U, (®),v)+a(u,(t),v)=(f,v), VweV,tel

(u, (0),v) =(u®,v)

luego, 3 cte. C/

T
max u(t) - u, (V)] < C(1+ log-— j max h* [u(t)], . o

Demo.: Sea ¢, la solucion del problema “dual”

(¢,(s),v)+a(e,(s),v)=0, veV,,se(0,t)
@, (t) =¢,(t)

donde e (s)=u,(s)-u,(s) Y Uy satisface
a(u(s)—u(s),v)=0, WweV,,se(0T)
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Estimacion de error en el problema semi-discreto (cont.)

« Demo.: Sea y, la solucion del problema “dual”
—(, (s),v)+a(w,(s),v) =0, vweV,,se(0,t) (6.15)
w,(t) =€, (t)
donde e (s)=u,(s)—0,(s) Yy U, (“proyeccion estatica” de u) satisface
a(u(s)—u,(s),v)=0, WweV,,se(0T)

Tomamos v=e, en 6.15 e integramos entre 0 y t:

e, )] = j [~(7(9)€,(8))+a (w3 (5),€(5) Jds + (v, )., V)

~ el

t

Integracion p/partes— = || (&,(5),w,(5))+a(e,(s),w,(5)) |ds +(w,(0).e,(0))

0
QZU—Oh t
—>
u-u, LveV,

. :(9(5),% (s))+a(0(s), wh(s))] ds +(0(s),w,(0))
Integracion p/partes —» =-— _[ (0(8),¥7,(s))ds+(O(t), w, (1)) (6.17)

0
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Estimacion de error en el problema semi-discreto (cont.)
(,(s).,v)+a(w,(s),v)=0, VWveV,,se(0t)

v, (t) =¢,(t)
—Byr(s)+ Ay (s) =0, se(0,t)

w(t) =y’
Lema: 3 ctes. ¢, C, que dependen solo de los parametros S < o/h, t.q.
ch? |l <IMIF <ch? [
a(v,v) = [V dx<ch? vl 7Y~ 2.0 <V

Q

El problema dual {

es equivalente a la ODE { (6.15b)

« Usando este Lema, la solucion explicita de 6.15b y 6.17, llegamos a
Y (S)” < ”eh (S)”
t

[lyn(s)dx<C (1+

0

log —

= e o

log—

t
2 jmax [o@s)] » Nota: C es independiente de T.

(0.t)

le, ()] <C (1+
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Discretizacion en tiempo y espacio

Consideremos el problema {”(t) " Aon(t) =5t)=0 tel (6.11)
n(0)=n
M

cuya solucion resulta g(t) =" (#°, x')exp(-x;t)x’ (6.20)

j=1
. con: y': autovectores normalizados de A"
p;: autovalores de A", 14, =0(1)<p,<--- < 1, =O(h™®).

Los autovalores grandes corresponden a autovectores que oscilan rapidamente,
mientras que los autovalores pequenos corresponden a autovectores “lentos”.

En 6.20, se observa que:

1. " n(t) tiene componentes que viven en escalas de tiempo en un amplio
rango, de O(h=2) a O(1), lo que determina la rigidez del problema 6.11.

2. las componentes de alta frecuencia de 7(t) se amortiguan rapidamente.
3. n(t) posee en general un transitorio inicial.

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 13



CONICET




C I MEC




CCCCCCC

Meétodos de discretizacion en el tiempo

Los problemas rigidos plantean requisitos especiales sobre lo métodos de
discretizacion temporal.

Por razones de estabilidad, si se quiere evitar el uso de pasos de tiempo
excesivamente pequefos, deben usarse metodos implicitos, lo que implica
resolver un sistema de ecuaciones por paso de tiempo.

Conviene usar métodos que adapten el paso de tiempo automaticamente
segun la suavidad de la solucion.

Se estudiaran primero dos métodos clasicos (Euler hacia atras y Crank-
Nicolson), y luego el método de Galerkin discontinuo.

Sea 0=t <t;<...<ty=T una subdivision de 1=(0,T) en subintervalos | =(t,_;, t.)
de longitud (paso de tiempo) At,.
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Meétodo de Euler hacia atras (backward-Euler, bE)

Usando este método, el problema semi-discreto
Hallaru, € V, /' (u,(t),v)+a(u,(t),v)=(f,v), WeV,tel

(u, (0),v) =(u®,v)

se aproxima por

n n-1
ul —u
Hallar u” eV, / (%,ijra(uQ,v)

n

(u?,v)=(u’v)
La ec. 6.21a se obtiene introduciendo en 6.8a la aproximacion en diferencias

finitas hacia atras
u =—""1 +1+¢ ~
h At n

(f(t.).v), WveV,,n=12...,N
(6.21)

u'—u'™
At

n n

Conocido u™, la solucion u; = ZZ & @ al instante t, queda determinada por
(B+AL,A)E" =BE + AL F(t,)

Introduccion al Método de los Elementos Finitos 17



Estabilidad del método de Euler hacia atras

Suponiendo =0, resulta

n

u[F = (un,ur )+ ata(ul,ul) =0

2 1 2 1

2 1

(uQ,qu)S% ulll” +=fur =3 [ == ur + ata(ul,ul) <0, n=12,..,N
Luego
i +2Ata(ul,ul) < ur :
con lo cual: e
upll <ol < ol < ual < o
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Estabilidad del método de Euler hacia atras (cont.)

Dado el problema totalmente discreto obtenido usando bE:

n__.n-1
Hallary" eR™/ T =1 4 49" =g(t), n=12...N.

At

n

Si g=0, el problema a resolver resulta:
(I +AtnA*)11” ="

Ahora, introducimos la norma de la matriz M:

M| = max Ml

v [y|
Luego:
(1+a,A7) 7 = max ——— <1
i=1...M1+ Atmuj

:>|17”|£|11”_1|£---£|1]”|, n=212,...,N.
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Meétodo de Crank-Nicolson (CN)

Usando este método, el problema semi-discreto
Hallaru, e V, /' (u,(t),v)+a(u,(t),v)=(f,v), WveV,tel

(u, (0),v) =(u®,v)

se aproxima por

n_,,n-1 n n-1
Hallar u; € V, / (%,v}a(%,vj:(fm” f(t”‘l),Vj, weV,,n=12,...

) 2
(ul,v)=(uo,v) (6.24)
« Laec. 6.24a se obtiene introduciendo las aproximaciones
1 n n-1 n n-1 1 n n-1 n n-1
n-> U’ —U u, —u n-= U’ +U u, +U
u 2=-"_" 4L O(At?)~ " u 2=-"—"n_ s "+ O(ALY) x

At At

n n

. — - 7 M . .
- Conocido u’™, la solucién u; = Zizlgi”(pi al instante t, queda determinada por

At ) At 1 At
(B+ Zn )5 =(B— 5 jé +2 [F(t,)+F(t,.)]

» Nota: tomandov = (u; +u,™)/2 en 6.24a con f=0, se obtiene de nuevo la

desigualdad de estabilidad 6.23: ||u; | < uy]| < |u°].
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Estabilidad del método de Crank-Nicolson

Dado el problema totalmente discreto obtenido usando CN:

n__.n-l
Hallar " e RM/ u+%A*(;7”+;1”1)=%[(«g’(’tn)+g(tn1)], n=12,...

At

n

Si g=0, el problema a resolver resulta:

AN PN L
( 2 j" ( 2 j"

Luego:
At T At
\(H A ] (18-
2 2
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Meétodo de Euler hacia delante (forward-Euler, fE)

Dado el problema totalmente dlscreto obtenido usando fE:

Hallar " € R™ / %+An‘l—g(tnl) n=12,...N.

Si g=0, el problema a resolver resulta: #" = (I—AtnA*);,”—l
Luego, tendremos
‘( | -ALA )‘ = M |1_Atmuj| =[1-At, 4| <1

solo si At,<2/1.,=0(h?), 0 sea que el método fE garantiza estabilidad (i.e.,

|7 < |2 iy s6lo si
At <Ch?

Se dice que fE es condicionalmente estable, contrariamente a bE y CN, que

son incondicionalmente estables, i.e., estables independientemente del
tamano del paso de tiempo.

bE y CN se dicen implicitos por cuanto se debe resolver un sistema de
ecs./paso de tiempo. En cambio, fE se dice explicito puesto que la solucion se
obtiene sin necesidad de resolver ningun sistema.
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