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Estimacion de error en problemas elipticos

Para un problema eliptico tipico de la forma
HallarueV [/ a(u,v)=L(v) WYveV
donde se verifica
1. a(.,.) es una forma bilineal simétrica, continua y V-eliptica.
2. L(.) es una forma lineal continua
resulta

ju-ul, <ZJu-vl, vvev

Si elegimos v=7,ueV como un interpolante de u y estimamos el error de
interpolacion |lu—zul|,,, obtendremos una estimacion del error |ju—uy||,, del
MEF.

Elegimos 7,u tal que sus gdl coincidan con los de u en V,, asi el problema de
determinar ||u—ul|,, se reduce a determinar u—z u individualmente sobre
cada elemento finito KeT,.
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D

Sea V=H'(Q), Vh:{VeVZ V|K€P1(K),VK€Th}

Para c/triangulo KeT,, definimos

h.: diametro de K = lado mas largo de K
P« - diametro del mayor circulo inscripto en K

Veremos p/h, da una idea de la calidad del elemento (cuanto mayor, mejor)

Designemos T, a una familia de mallas {T,} indexadas por el parametro h = max h.
€lh

Asumimos —lina constante f<R*, independiente de h, tal que

Pes>p vKeT
hK

Esta condicion implica que los triangulos Ke T, no pueden ser arbitr. finos.
La constante S es una medida del angulo méas pequerio para cualquier KeT,..
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

Sean N;, i=1,2,...,M, los nodos de T,. Dadou e C°(©), definimos el
Interpolante zueV, por

zv(x')=v(x') i=12,...,M
i.e, zu es la funcién lineal a trozos que coincide con u en los nodos x' de T,.

Empecemos por estimar el error u—,u en cada triangulo K.
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

« Teorema Sea KeT, un triangulo de vértices x!, i=1,2,3. Dado ve C°(K), sea
el interpolante zveP,(K) definido por zv(x.) =v(x,),i=12,3.
Luego:

2
1 V=av] o S 2% rEEZ(HD“v w0
2
2. max|D (v—rv)| <6 K max|pov
lo|=1 L. (K) oy |o|=2 L. (K)
. a|a|v
donde D V= axalayaz o :(al’aZ)’ |a| :al—l_aZ
Ml oy = max|v(x)

L., (K) B xeK

Nota: la magnitud de los errores de interpolacion en la funcion y sus derivadas
primeras dependen del valor de las derivadas segundas, que es una medida
de la curvatura de la superficie descripta por la funcion.
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

Dem

Como nveP,(K), usando las funciones de base A; podemos escribir
3 ) 3 )
2v(X) = Y. A (0)2v(x) = D A (v(X)
i=1 i=1

Usando una expansion de Taylor, en el punto y = x+A tenemos

V() =V + 2 S0 (¥, =%, ) +R(x,Y)
R(x,y)=%_Zaja\;(x+(§A)-(yi—xi)-(yj—xj) 0<<&<1

Tomandoy =t y(x) =u(x) + 30 () (4 -, )+ ROx, K

j . J

Y Y
p; (X) R.(X)
Como ||x—x!||<h, ¥xeK, i=1,2,3, el resto R(x) resulta acotado por

IR, (x)| < 2hg max|D“v

=2

VxeK, 1=123

L. (K)
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

* Luego, multlpllcando por 4 (x) en (*)
v(X) = Zﬁ,(x)v(x) v(x)Zﬂ,(x)+Z/1(x)p,(x)+2/l(x)R(x)

3 3

« Veremos luego que: Z,Q =1 2/1' p. =0.
= 2V(X) =v()+ X AR (%)
 En consecuencia:
V(X)) = 7zv(X)|= Z (¥R (X)[< ZM(X)HR (x)| < max|R (x)|Z|ﬂ,(x)|
<2h? r|g|a§< D%v w0 vx e K

(QED 1)
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

|_a derivada de nv :

onv 2, O : 2\ O/ 2, O/ 2, O/
—(X)=) —(x)v(X)=v(X))> —(X)+ > —(X)p; (X)+ > —(X)R (X
e ()= 2SOV =v(X) S (x)+ R () + (R (¥
*\Veremos luego que % _og S %p _ oV onv _ v H0A4
.leaxj .21:8X, o T & xS
*En consecuencia:
N Onv O/,
— —R ma R <—> IR
T Z o R0 Z X2 R () K§| (%)
%,_J
%
h2
< 6—-max|D"v vx e K
P |r|=2 L, (K)
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

Lema Para J]=12 XxeK tenemos:

: : O, > O ov
A =1, Ap =0, —~1=0, —ip =—
A B C D

Dem
*Notar #v=v si vePB(K) .Lgego, eligiendo v=1 en:

W=D VAX) = 1=Y AK)
i=1 i=1 (QEDA)

eDerivando la anterior :
0=> % (x)
B OX. (QED C)
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

e Recordamos :

3 3 3 2

W=V 4+ A+ D AR P (X) =X 25 () (-,

i=1 i=1 =1 =1 i

Luego:

(QED B)

x, € B.(K) (funcidn lineal) luego se expande exactamente en la base 4 (x)
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

e De manera similar :

o/, 2, 0/ 2, OV
—p =) — (X)) —(X)( % =% )=
o P 2 025 (X %)
S &GO OV & 04 ov
DN
iI=1 k=1 Xj aXk i=1 k=1 Xj an
SN N0 &N K04 oV
DN R I
o1 OX, i OX, 1 OX, ST OX;  OX,
— —
Oy 0
X, 04
=2 « = Oy
OX; 3 OX,

Introduccion al Método de los Elementos Finitos

(QED D)

11



Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

 El teorema visto da estimaciones en norma L_(K) . Ello no nos sirve para lograr
estimaciones de [|u —ﬂhu||H1(Q).
RV
dx

=0, conv=0(e:v=1 r>1)

Notacion:

v

H (@) :[ZIQ‘DaV

jaf=r

» No es norma, porque puede ser |v

H'(Q)

mide lanorma L, () de las derivadas parciales de v de orden igual ar.
es una seminorma.

H'(Q)

Teorema: Sea KeT, un triangulo de vértices x!, i=1,2,3. Dado ve C°(K), sea el

interpolante zveP,(K) definido por zv(x.)=v(x.),i=12,3. Luego, 3C cte

’ |V H"(Q)
Luego, decimos que |v

2
SO Myr V=], ST

”V_ﬂ-v” H, (K) Or

L, (K) |V|H2(K)

Este teorema es similar al anterior, pero demostracion mas dificil (no la haremos).
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Interpolacion con funciones lineales a trozos en 2D (cont)

Usando el teorema, podemos calcular

Ju=7l gy = 2 M=y < 20 CMCule) <N X[l =Coh* fule

K ETh K ETh K ETh

, : . ., h
Ademas, usando la propiedad de la triangulacidn K <
ProP : AK },/B

5 , he 2 2 ey 2 C’h® 2
Iu—ﬂhUIHumSKZT:C ?|U|H2<K>SKZT:C FMHZ(K)S p’ e
el K €'h

Luego, introduciendo fen la cte:

H*(Q)

o,y <Ol

L, ()
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Interpolacion con polinomios de mayor grado

» Trabajando con polinomios de grado I 21 se tiene

lu—7ul . <Ch™u

u—mu|,  <Ch"|u

L, (Q) H™(Q) H'(Q) H™(Q)

»  SiV, c H?(Q) podremos asegurar también

u-mu| ., <Ch™u

H?(Q) H™(Q)
Notar:
1. La potencia de h cae con el orden de derivacion del error

2. Lacte Cesindependiente de uy de h

« Siuno tiene la regularidad requerida, la potencia de h cae:

lu—ru . <Ch*|u

u—mu|,  <Ch™u

L, (Q) H%(Q) H'(Q) H*(Q)

con 1<s<r+1
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Interpolacion con polinomios de mayor grado

1. Ejemplo Sean

{T,} familiade mallas T, ={K} de QcR*/ ph<p

V, ={veC’(Q) : V| eR(K), VKeT,]

Para el elemento mostrado, definimos

z,vV=V en los nodos y puntos medios de T,

En este caso se verifica:

-yl SO My

L, () H'(Q)
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Interpolacion con polinomios de mayor grado

2. Ejemplo Sean
{T,} familiade mallas T, ={K} de QcR*/ ph<p
Vi ={V€Cl(£_2) v, eR(K), VK eTh}

Para el elemento mostrado, definimos

D“z,v=D"v enlosnodos vérticesde T, |a|<2

i7zhv _ v en los puntos medios de lados de T,

on on

En este caso se verifica:
|V_7Z-hv|| <Ch°® |V|H6(Q)

L, (Q)

V=7V, SCH’ |v|H6(Q)

H' (Q)

V—7,V| gCh4|v|H6(Q)

H? (Q)
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Estimaciones de error en MEF para problemas elipticos

Recordamos:
Ju=upf, <Clu-vl,  weV, = |u-ul, <Clu-mul,

Usamos luego las estimaciones de error de interpolacion para el error del MEF.

3. Ejemplo Sea el problema %}

~Au=f en QcR?
u=0 sobre I

En este caso, V = H(l)(Q) y elegimos
V,={veV : V| eP(K), VKeT,|

Usando la estimacion de error de interpolacion, logramos

u—u <Ch"|u
h

Hl (Q) H I’+1(Q)
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4. Ejemplo Sea el problema biarmanico x|

Estimaciones de error en MEF para problemas elipticos

(AAU=f en Qc R?

3
U= u_ O sobre I
. on
En este caso, V = HZ (Q) Y si elegimos x.

V,={veV : V| eR(K), VKeT,|

y usamos la estimacion de error de interpolacion, logramos

Ju—u,|

= Ch4 |u|H6(Q)

H? (Q)
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Sea el problema de Poisson

Sobre la regularidad de la solucion exacta

Vimos que la regularidad de la solucion exacta u influye sobre la estimacion
de error |u—u,||,. Veremos ahora que la regularidad de u depende de la

regularidad de los datos

u=0 sobre I

{—Au=f en Qc R?

1. Si T essuave, paras =0, 1, ... existe C indep de f tal que

Ju

H"2(Q) < C”f

H*(Q)

0 Sed feH*(Q) = ueH"?(Q) ("ganamos 2 derivadas")

2. Si I tiene esquinas, u o sus derivadas tienen singularidades en la

esquina aun con f muy suave.
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Xz

4

L

v




Sobre la regularidad de la solucion exacta (cont)

u(r,6’)=r%’a(9)+ﬁ(r,6’)

con «, f funciones suaves.

O<T

186

£) T
4 — ®= /2

@ = /4

12

10

. - | i
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 [1] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
r

1. Claramente,si @>7 = ugH?(Q)

2. Se puede mostrar que si QQ poligonal convexo (a)< 77), — ueH? (Q)
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Sobre la regularidad de la solucion exacta (cont)

(Au=f en QcR’
* Seael problema biarmonico | 5,

Uu=—=0 sobre I
\ on

H*(Q) <C ” f

» SiT es suave, resulta|u $s=0,12,... (4.28b)

H*(Q)
 SiI'noessuavey

— o<t = (4.28b) vale con s=0

— o> = ugHY(Q)

L > Introduccién al Método de los Elementos Finitos
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Meétodos adaptivos

1. Si la solucion exacta tiene por ej. una singularidad en una esquina, es natural
refinar la malla cerca de esa esquina para mejorar la precision.

2
H () = CJKZT (hK |u|H2(K))
€lh
podriamos contrarrestar el tamafo de |U|H2 ) con el de hy, tomando h, pequefo

2. Dado el estimador de error |u —u, . u—7,u

alli donde |”|H2(K) sea grande.

3. Siutiene laformay(r, g) = r%a(9)+ﬂ(r,9), con 0<y=2~ <1, una manera
posible de refinar seria definiendo @

d, : distancia del elemento K a la esquina

h, =Chd;” =lu—uy| .., <Ch

~ - - 1
h :tamafio de la malla lejos de la esquina H(Q)

« Nota: el nimero de elementos asi refinados es de igual orden O(h-2) que para
una malla de h uniforme. Luego, el refinamiento no aumenta significativamente
el nimero de incognitas, pero si la precision.
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Meétodos adaptivos (cont.)

En gral, se desconoce a priori la naturaleza de la solucion exacta, por lo que no
esta claro como refinar la malla.

Métodos adaptivos: métodos de refinamiento automatico de la malla, que
obtienen informacion sobre de la suavidad de la solucion de resultados sobre una
sucesion de mallas de refinamiento progresivo.

Dada una tolerancia >0, deseamos obtener por MEF una solucion que satisfaga

u—u,|

KETh

Dado el estimador de error por |u —uh|H1(Q) < C\/Z (hK |u|H2(K) )2

la condicion 4.33 se satisfara si elegimos una malla T,={K} tal que

> (h IU|H2(K))2 - (gjz (4.34)
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Meétodos adaptivos (cont.)

3. Lamalla que satisfaga 4.34 se determina usando el siguiente procedimiento:

|.  SepartedeunamallaT, = {R} de N elementos y se calcula la
correspondlente u, por MEF, con la que se calcula la aproximacion |u|
a[ul,eq
1. Se construye una nueva malla T,={K} dividiendo en 4 triangulos iguales
cada K e T, para los cuales

(10 ) >%@

(la malla se completa por subdivision de triangulos para lograr
compatibilidad) .
[11. Se repiten los pasos | y Il hasta que

(K)
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Meétodos adaptivos (cont.)

Podemos partir de otros estimadores de error, por ej.

_Cmax[h maxHD“u ) (K)}

=2

[Vu-vu,|

L. ()

Se busca una malla T,={K} tal que
Ch, max||D°ul ~& VKeT,

=2

L, (K)

Se comienza con una malla gruesa, con la que se calcula una aprox. aHD“ Lo
Se refina la malla subdividiendo los triAngulos K que no satisfagan -

Ch, maxHD“u

=2

<o

L. (K)

Se termina el proceso cuando todos los triangulos satisfacen la condicion anterior.
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Refinamiento adaptivo

Problema:

AN ANAWAT s

1-._..._..!&-““.“1
HPES
S
<

vl

ral

-‘!

]

YT W
Farararara
e T T Wl o

WAV

el AV Wy Wi T

o N R
BN ENRWES s,
EArAYaVaAy: v
AN ) LR ANN

Criterio de refinamiento:

vl Vel

W W T vl Wy W W
AN W W Fa WUV T,

i

<0.1

L. (K)

u

Da

MaxX
=2

o]

hK
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