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Espacios de Hilbert

1. En formulaciones variacionales para solucion de BVP, trabajaremos con
espacios V mas grandes que los vistos hasta ahora, llamados espacios de
Hilbert. Se dotara a V de varios productos escalares determinados por el BVP.

2. Sucesién de Cauchy: sucesién V;,V,,...,V, € V que verifica
Ve >0,3N EN/HVi —ij<5 sii,j>N

La sucesion de Cauchy converge a v si |[v—v;|—0 cuando i — o

3. Espacio de Hilbert: Es un espacio lineal V, equipado de producto escalar y
norma asociada, completo (o sea que las sucesiones de Cauchy convergen
respecto de la norma del espacio).
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Espacios de Hilbert: ejemplos 1D

Espacio L,(I) de funciones de cuadrado integrable en 1=(a,b)

L, (1) = {v v estd definidaen |y [ vidx < oo}

dotado del producto interno: (v, w) = j VW dX
|

y la norma: ||V||L2(|) — (J’I V2 dx)% _ (V,v)%

La desigualdad de Cauchy:  |(v,w)|<|v

L, (1) ”W L, (1)
Ejemplo: v(X)=x",xel=(0,1)
 Inx == si f=1/2

2

M0

1
= Jx‘zﬂ dx =1 125
’ 1-2p
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0

—vel,(0,1)si f<1/2
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Espacios de Hilbert: ejemplos 1D (cont.)
Espacio H(I) en I=(a,b): H'(1)={v:v,v'eL,(1)}

dotado del producto interno: (v, W)Hl(l) =j|(vw+v’w’)dx

H) T {L [VZ * (V’)Z}dx}% N [(V’ V)Hl(n}

Espacio Hi(I) en I=(ab): Hy(1)={v:veH'(l)yv(a)=v(b) =0

N

y lanorma: |v

Dado el problema modelo: (D) 4 - f(x), xel

u(@)=u(b)=0
luego: (V) HallarueHy(1)/ (u',v)=(f,v)vveHl)
Nota:

H; (1) es més grande que el espacio V de funciones lineales a trozos que
veniamos usando.

— En MEF, la norma del error es simplemente la norma en H(I).
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Ejemplos funciones polinomiales a trozos

Funcion constante por tramos, discontinuagC°[0,1] Funcion lineal por tramos, continua € C°[0,1]
1 1

f(x)eL,[01] f(x)e H[0,1] (eL,[0,1
T Tl 0 (<L [o3)

X = 0 \
-0.5 — 05 \ /

V4

-1
0 0.2 04 06 08 1 R 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Derivada de func.cte. por tramos discontinua Derivada de funcion linal por tramos continu:
15 * * bi 10
o | I I f(x)eL,[0,1]
f(x)eL,[0,1] 5
5 = - +
g o Z o ’ .
5 + . B
10 ° B
_15 > +*
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -105 02 04 06 0.8 1
X

X
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f(x)

£(X)

Ejemplos funciones polinomiales a trozos

Funcion constante por tramos, discontinua ¢ C°[0,1]

1 ] f(x)el, [O,l]
05-

0 e
0.5 ——

o 02 04 06 08 1

f(x)

: . X ,
Funcion cuadratica por tramos, continua € C°[0,1]

Funcion lineal por tramos, continua € C°[0,1]

0.5

/\

f(x) e H[0,]

N\

/

-0.5

-1
0

0.2

0.4 0.6

0.8

1

(< L.[01])

L X . .
Funcion lineal por tramos, discontinua ¢C°[0,1]

1 1
f(x)eH;[01] (eL,[0.1]) H@equ
0.5 /\ \ 0.5 /
-0.5 -0.5
S
-1 -1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Espacios de Hilbert en QeRY, d=2,3

X,

- L,(Q)= {v :v esta definidaen Q y JQVZdQ < oo}
— Producto escalar: (v,w) = ijwdQ

— Norma: ||v||:(J.Qv2dQ)%

H'(©) ={v:vE LZ(Q),%E L,(Q),i=1...,d }

— Productoescalar: (v, W), ,, = _[Q(VW+VV-VW)dQ

—  Norma: ||v||H1(Q) = U‘Q(V2 +VV'VV)dQT = [(V’V)Hl(g)]

. H (@ ={viveH @)V =0}
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Espacios de Hilbert en QeRY, d=2,3 (cont.)

Dado el problema modelo (ec. de Poisson + CB homogéneas)

—Au=f en Q
(D)
u=0 sobre I

luego: (V) Hallar u e H(Q) / jQVu VvdQ= jﬂ fvdQ  WveH (Q)

T

0, equivalentemente:

%a(u,u)—(f,u) g%a(v,v)—(f,v) Vv e H; (Q)

A\ A

FU) < FW)

(M) Hallaru e H; (Q) /

Nota: (V) se dice la formulacion debil de (D), y la solucion de (V) es la
solucion débil de (D). Esta no es necesariamente una solucion clasica de (D).
Para que lo sea, u debe ser suficientemente regular de modo que Au esté
definida en el sentido clasico.
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Interpretacion geometrica del MEF

Consideremos el BVP de difusion-reaccion con CB homogéneas:

—Au+u=f en Q)
(D)
u=0 sobre I
(V) HaIIarUEH%,(Q)/JQVU-VVdQ+_[qud£%:jQfdeJ wv e H:(Q)
(u,v) = (f,v)

Sea V|, un subespacio de dimension finita de H; (Q2) . El MEF
aplicado al problema de difusion-reaccion da: ‘ u

(V,) Hallaru, eV, /{u,v)=(f,v) WeV, recta=V,

Tomando v e V, < H;(Q) en (V), (V)—(V,) resulta:
(U-u,v)=0 WveV,
La solucion MEF u,, es la proyeccion con respa(.,.) de
la solucion exacta u sobre V,, 0 sea que uy, es el
elemento de V,, mas proximo u con resp a ||.||ig ), 1.€.:
lu—u, . <|u-v e VEVL
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CB naturales y esenciales

Consideremos el BVP de difusidén-reaccion con CB Neumann: x!

(—AU+U=f en O

D) <«

(0) a_u:g sobre I
L on

(V) HallarueH'(Q)/

t"Q(Vu -Vv+uv)d£% = IQ fvd§%+:"r gvdFj vv e HY(Q)

.

wy) = (f9) + @),
(M) HaIIarUEHl(Q)/F(u):%a(u,u)—(f,u)—(g,u)rgF(v) vveHY(Q)

« La CB Neumann, gue no tiene gue ser impuesta explicitamente sobre u, se
denomina CB natural.

- La CB Dirichlet u=u, sobre I", que debe ser satisfecha explicitamente por u, se
conoce como CB esencial.
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Problema continuo en forma abstracta

Objetivos:

— Dar un tratamiento unificado a muchos problemas de la Mecanica y la Fisica,
a fin de no repetir el mismo argumento en distintos casos concretos.

Entender la estructura basica del MEF.

Los ingredientes de una formulacién abstracta son:

1.

Un espacio de Hilbert V, con producto escalar (.,.),, y norma ||.||,, donde se busca
la solucidn.

Una forma bilineal a:VVxV—R, determinada por el problema (eliptico) a resolver,
t.g. VuyveV: a(u,v) =a(v,u) (simetria)

3y >0/ |a(u,v)|<y|ull, [v], (continuidad)

Ja >0/ a(v,v)= a||v||f/ (coercividad o V-elipticidad)
Una forma lineal L:V—IR, determinada por los datos del problema, continua, i.e.,

A>0/|L(v)|<A|v|, WveV
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Formulacion abstracta del MEF para problemas elipticos (cont)

(M) Hallar u €V / F(u) =min F(v), con F(v) = %a(v,v) _LW)

(V) HallarueV/a(u,v)=L(v), VYveV

Teorema: (M) vy (V) son equivalentes, i.e., u satisface (M) si y solo
si u satisface (V). Ademas, F!ueV, y se verifica la estimacion de
estabilidad

A
ol <2
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Formulacion abstracta del MEF para problemas elipticos (cont)

Demo. (M )=>(V): seaveV y ¢eR arbitrarios. Luego, v+sueV, asi que
Fu)<Fu+ev), VeelR

%/_J
g(0) < g(¢) = gtieneun minimoen £=0

Siendo g(&) = %a(u +&V,u+¢&v)—L(u+ev)

1 g & e
= > a(u,u)+Za(uv) + S a,u) + £-ay) - L) - oL (V)

= %a(u, u)—L(u)+e&a(u,v)—eL(v) +g—223(V, V)

luego 9'(¢) =a(u,v)—L(v) +&a(v,V)

Como g tiene un minimo en 0, debe cumplirse

g'(0)=a(u,v)-L(v)=0 (V) (QED)
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Formulacion abstracta del MEF para problemas elipticos (cont)

Demo. (V )=(M): dados u (solucion) y w (arbitrario) en V, u+weV, asi que

F(u+w)=%a(u+w,u+w)—L(u +W)

1 1 1 1
— Ea(u,u)+Ea(u,w)+§a(w,u)Jraél(W,W)— L(u) - L(w)

_ %a(u, u) — L(u) +a(u, w) — L(w) + %a(w, w) > F(u), (M) (QED)
& g y 20 (V) >0
=F(u)
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Formulacion abstracta del MEF para problemas elipticos (cont)

Demo. estimacion de estabilidad:

a(u,v) =L(v) vveV
A
alull, <a(u,u) =L@ <Aul, = llulh<= (QED)
V—elipti(;ifdad dea Continu?(rjad de L «

Demo. unicidad: supongamos que u,,U,eV sean soluciones de (V)

a(u,v)=L(v) YveV
a(u,,v) =L(v) vveV
= a(u—-u,v)=0 vveV

Definiendo u=u,—-u,, llego a un nuevo BVP con L(v)=0 V veV, i.e. A=0. Luego:
Estimacion de estabilidad |jul, =0 = u=u,-u,=0 = u,=u, (QED)
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Estimacion del error de discretizacion

« Sea V, un subespacio de V, con dimension finita M, y sea {¢,, ¢,,..., Oy}
una base para V,, de modo que toda veV, puede representarse

M
V:Z%’?i’ m eR
i=1

« Usando V,, obtenemos los problemas discretos analogos a (M) y (V):
(M,) Hallaru, eV, /F(u,) <F(V), vveV,

(V,) Hallaru, eV, /a(u,,v)=L(v), VeV,

— Como ¢, €V, :>a(uh,goj) L(e;), 1—12 +M

— Como u, €V, :>uh—2go,§,,§ ER:Za(goi,goJ)g L(p,), j=12,...M

i=1

— Forma matricial de (V,): |Ag =b| con AJ. :a(goi,goj), i =L(e;).
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Estimacion del error de discretizacion (cont)

- Dadoquea(.,.) es simétrica: a(¢, @) =a(e;, @)= A=A
= la matriz A es simétrica
« Dado que a( ) es V- ell’ptica'
2 .
a(v,v) = 3(2(0.77.12%77 ) ZZn.a(w.,co,)n, M- An > eV, >0siv=0(n=0)

i=l j=1
Ia matriz A es positiva definida
= la matriz A es no singular

= J1E/ AE=b = 3lu, €V, solucion de (V,)
Ademas, u, € V. verifica la estimacion de estabilidad ||u, ||, <—

Demo.: a(u,,v)=L(v) YweV,
allu, i <a(u,.u,) =L(u,) < Au,ll,

V-eliptic;ifdad de a Continu?aad de L
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Estimacion del error de discretizacion (cont)

« Teorema: Sea ueV la solucion de (V) y u,eV,cV. Entonces:
u-u, <Zju-vl, wev,

 Demo.:
1. usolucion de (V) =a(u,w) =L(w), Vwe V, cV
u,, solucion de (V,) =a(u,,w) =L(w), Vwe V,
Restando: a(u—u,,w)=0, VweV,
Sea w=u, —V, conV eV, arbitrario.
Operando: « |u —uh||f/ <a(u-u.,u—u ) <— V-elipticidad de a

CARE

=a(u-u,,u—-u)+au—-u,,w)
=a(u-u,,u—-u, +w)
Continuidad dea —>  =a(u—u,,u-v)<yu-u|, Ju-v|, (QED)
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Norma de energia

Considerando
1. a(.,.)escontinua, i.e., 3y >0/[a(u,v)| <y |ul, [V, VuveV
2. a(.,.) es V-eliptica o coerciva, i.e., 3o >0/ a(v, V) > a||v||\2/ vveV
podemos definir una nueva norma llamada norma de energia:
v, =[av.V)]', WveV
Esta norma es equivalente a |||y, i.e., 3 constantes positivas ¢ = /o, C = v, tal que

cMl, <[vl, <ClMl, wveV

El producto escalar asociado a ||.||, es (u,V), =a(u,V)

Verifica la desigualdad de Cauchy  |(u,Vv),|lullll V],
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Estimacion del error de discretizacion en norma de energia

« Teorema: Sea ueV la solucion de (V) y u,eV,cV. Entonces:
u-u,l, <lu-vl, wev,
= Medida en la norma de energia, u, es la mejor aproximacion a u.

 Demo.:

1. usoluciénde (V) = (u,w), =L(w), vweV, cV

2. U, solucion de (V,) = (u,,w), =L(w), Ywe V,

3. Restando: (u—u,,w), =0,VweV,

4. Sea w=u, —V, conv eV, arbitrario.

5. Operando: |u —uh||z =(Uu-u,u-u,),
=(U-u,,u-u,), +U-u,w),
=(U-u,u-u, +w),

Desigualdad =(u-uy,u-v), <fu-u,| Ju-v|. (QED)

de Cauchy
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Ejemplos concretos

Ejemplo 1: sea V=H'(QQ), Qc R’
a(u,v) :jg(uv+Vu -Vv)dx

L(v) = jQ fvdx, fel,(Q)

En este caso, a(u,Vv) = L(v), Vv e H'(Q) es la forma débil del problema de Neumann
(D) —Au+u="f enQ, @:O sobre I"

on
Se verifica vv,we H' (Q)

« a(v,w)=a(w,v) = a(.,.) es una forma bilineal simétrica

2
Hl(Q) 1 1

« a(v,w) <[a(v,v)] [a(w,w)]* =|v]|

L(v)| =] fvdx<|f]

* a(v,v)=|v| = a(.,.) es V-eliptica con o=1

|wi| = a(.,.) es continua con y=1

H'(Q)
= L(.) es continua con A =| f |

H(Q)

L, (Q2) ||V|| L,(Q) L, (Q)

— Estimacion de estabilidad: ||U HL(Q) S||f||L2(Q)

<|u—v vv e H'(Q)

— Estimacion de error: ||U —U, HL(Q) H (Q)
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Ejemplos concretos (cont)

Ejemplo 2: sea V=Hi (1), 1= (0.0), a(v,w)=] vwdx, L(v)=| fvdx.
En este caso, a(u,w) = L(v), Vv e H(I) es la forma débil del problema:
(D) —u"=fenl, u@=u()=0
Se verifica yy, we HL (1)

a(v,w)=a(w,v) = a(.,.)essimétrica
a(v, w)| < [v*

!

w

2 7 -
aq — al..)esV-elipticacon o =1/2
L(v)|= _[, fdx<||f]|_ ML, = L()escontinuaconi=]f|

Luego:

a(v,v)| = a|v

L, (1)

— Estimacion de error: lu—u,

i < 2|u—v
— Estimacion de estabilidad: ||u] ., </ ||L2(.)

Vv e Hy (1)

H' (1)
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Ejemplos concretos (cont. Ejemplo 2)

Demo. de V-elipticidad de a(.,.):

=0 X

V(X) — V(O) +jvf(y) dy Desigualdad de Cauchy
5 B A

X 1 1 % 1 g

V)| < [|v'(y)|dy < _[1- V'] dy < (_[12 dyj U(V')2 dYJ
1. ](.) 1 ° 1 ° °

vidx < _[ (v’)2 dydx = _[ (V') dx
0 00 0
1 1 1

vidx + [ (v') dx < 2_[(v’)2 dX (QED)
0 0 0

Mo a(v.v)

Teorema: VveHY(Q), 3 cte. C >0 dependiente de Q, t.q.

2 2 2 .
IV @) <C (IIVIIL2 o HIVVIL (Q)) Desigualdad de
Poincaré-Friedrichs

« Para Q=I=(0,1), v(0)=0, resulta C =1.

Introduccion al Método de los Elementos Finitos
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Ejemplos concretos (cont)

Ejemplo 3: sea V=H.(Q), Q = R?, a(u,v):_[QVu VvdQ, L(v):jQ fvdQ.
En este caso, a (u,v)=L(v), Vv e H;(Q) es la forma débil del problema de Poisson
(D) —Au=fenQ, u=0sobrel”
» Severifica vv,we H; (Q)
a(v,w)=a(w,v) = a(.,.)essimétrica
la(v, w)| < ||Vv||L2 o ||Vw||L2 @ = ||v||H1 - ||w||H1 @ = a(,.)escontinuacon y =1
a(v,v) = _[QVV-Vde > C‘l_[szdQ, CeR" <« Desigualdad de Poincaré-Friedrichs

2 £t _ -1
(C+1)a(v,v)ZJQv dQ+IQVv-Vvd9 = a(.,.) es V-eliptica, con a = (C +1)

=1/«

'
2
\
MEa g

IL(v)|= jQ fvdQ<|f ||L2(Q) V| — L(.)escontinuacon A=/ f|

L, (Q) L, (Q)

vV e Hy ()

»  Estimacion de error: Ju =ty S(CH+D)[lu—v

H'(Q) = (C +1)|| f ”

H'(Q)

. Estimacion de estabilidad: ~ |u L
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Ejemplos concretos (cont)

d*u

Ejemplo4: (D) sz en 1=(0,1), u(0)=u'(0)=u@)=u'(d)
»  Definimos los espacios H*(I)={v:v,v',v" e L,(I)}

H (1)={v:v e H*(1),v(0) =V'(0) = v(1) =v'(1) =0}
con norma. |\v|,..., = { j | [Vz A(VY + (V”)Z} dx}z

La forma débil del problema (D) consiste en hallar u e V=H:(l) tal que
_[Iu”v”dx:jl fudx  WveH2(l)

a(u,v)=L(v)
a(.,.) es una forma bilineal y simétrica

. [a(v,w)| < |v" w’

ColWle o S IVlew W, = al...) es continua con y=1

e a(v,v)> a||v||2H2(|) = a_[l [vz +(v')2 +(v”)z}dx = a(.,.) es V-eliptica con a=1/3

L(.) es continua con A =|f||, o

Luego: HUHHZ(I) = BH f HLZ(I) ”U _uh||H2(I) = 3||U _V”HZ(I) Ve HS(I)
Introduccion al Método de los Elementos Finitos 25



Ejemplos concretos (cont)

Ejemplo 5: Consideremos el problema bi-armonico:

(D) Au=fenQcRY d=123, u:%:OsobreF (A’u=A(Au) )

» Definimos el espacio H(Q)={v:veL,(Q),DVel,(Q)|a|<k}

con norma V] e, =,/ 2. J.(D‘)‘v)2 dQ

lal<k o
0%y
OX;2OX3*

donde D% =

, a=(a,a,)|al=0+a,;a,a,=0,12,...

« La forma débil del problema (D) resulta:

Hallar u e Hg(Q):{v:v e H*(Q),v= N _ 0 sobre F}, tal que

on
io N\ 7 :/9 N\
o oV
(V) IQ f\/dQ:IQAzude:—jQV(Au)-Vde+ r—n(Au)vdF:jQAu-AdeJ— rAu%dlﬁ
=L(v) =a(u,v)
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Ejemplos concretos (cont. Ejemplo 5)

Demostraremos la identidad :

2
lavit —I(Av) dQ = ZI(D“V) dQ+_[ ( jdl‘ vV suave t.g. vl =0.

=2 0

A

D) Aplicando Green X,
XY —I(Av)de_ V.V dQ =

NI ]|
Q

—[vv.ndQ-[vv. dOQ=

N | J it
r Q

Lo (Q)

=_(vv N —V,v;n; dQ+_fvv dQ : R

i, J0j
r
Cambiamos coordenadas en un punto del contorno. El borde, localmente,
resulta x; =g(x) ycomo v|.=0 — v(x,g(x))=0 entornoax =0

Luego:
vV, +Vv,q'=0,

. " entornoax, =0
V,11 + 2V,129,1 +V,22 (g ) +V,2g =0.
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Ejemplos concretos (cont. Ejemplo 5)

Al ser g'(0)=0 vy por definicion: g"(0)=1/R

V,l(0,0):O,
n V,Z
V,11 (O’ O) = _V,zg = _H
Por Gltimo, siendo n=(0 -1)' en x=(0 0)
2
ViV N =V VN =,V VY, v(v ny )+vv FV,V, ==V, (V’Z)
N I | d000 ] 11 ,22 12 22 11 R

0

con lo cual logramos

V.V. =V..V V..V V..V V..V, = (DO‘V)2
divip T V1 ,11"' 12 ,12"' 21 ,21"' 22V 220 — Z
ja|=2

||AV||L(Q)—j(AV) do=3" [(D*V) dQ+j ( jzr
le=20

(QED)
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Ejemplos concretos (cont. Ejemplo 5)
a(.,.) es una forma bilineal simétrica, pues a(u,v) = IQ Au-AvdQ =a(v,u)
a(.,.) es continua con y=1, pues  |a(u,v)| <llAull,, o) IAVIl, @) <llAUllz o) IAVILz o

a(.,.) es V-eliptica con a=1/(1+C+C?). Usamos la identidad :

2
lavit —I(AV) dQ = ZI(D“V) dQ+I ( jdl“ Vv suave t.q.vl- =

=2 0

v

V

Luego afladimos los términos que faltan para Iograr ||v||2

Iavi?  +IvIE + I % [(Dv)’ da+ I, +||vV||L o =M,
al=2 Q)
Usando Poincare-Friedrichs :
ME, <lavi?,, +C©+DIvVE,, <lavil,, +(C+Dclav?,, =@+c+c?lavi],
L(.) es continua con
A=[F], 0
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Ejemplos concretos (cont)

Ejemplo 6: Consideremos el problema estacionario de conveccion-difusion:
(D) —pAU+B-Vu=fenQ, ueR",BeR*>, u=0sobrel”
Supongamos ||B||/ moderado.

« La forma debil del problema (D) se obtiene haciendo I

/\

(V) _[Q WdQ:IQ(—yAu +|3-Vu)de:_[Q[;Nu -Vv+(B-Vu)v]dQ+Ly%vdF

=L(v) :a(n V)

« L(.) es unaforma lineal continua.
« a(.,.) es una forma bilineal, continua y V-eliptica, pero no simétrica.

Teorema: si L(.) es una forma lineal continua, y a(.,.) es una forma bilineal, continua
y V-eliptica, pero no simeétrica, se puede demostrar que hay solucion unicaa (V), y
esta acotada. Sin embargo, en este caso no existe problema de minimizacion
asociado a (V).
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Ejemplos concretos (cont)

Ejemplo 7: Consideremos el problema estacionario de conduccién de calor en QcR?3

(k, 0 0
-V-(kvVu)=f enQ,conk=|0 k, 0 |k eR" Ecuaciondelcalor
(D) - 10 0 K|
u=0 enl CB Dirichlet
kVu-n=g enl, CB Neumann

Definimos como espacio para la solucién V = {V :ve H' (), v=0sobre Fl}
« La forma débil del problema (D) se obtiene haciendo
j fvdQ = —j (kVu)vdQ= jkVu wwdQ-— jkVu .nvdl = jkVu WWdQ- j gvdr

:>j kVu- Vde J‘ f\/dQ+J‘ gvd>l

a(u V) L(v)
« L(.) esuna forma lineal continua si f eL,(Q2), geL,(I",).
 a(.,.) es una forma bilineal, simétrica, continua y V-eliptica si
dc,CeR"/c<k(X)<C W¥xeQ
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