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Introduccion. Contenidos del curso

Este curso basico sobre CFD siguiendo los lineamientos del libro de C. Hirsch [Hirsch] se divide en

2 partes:

1. Fundamentos y técnicas generales aplicables a los fenémenos de transporte en general y al flujo
de calor y de fluidos en particular

MODELOS FISICOS Y MATEMATICOS EN CFD

APROXIMACIONES DINAMICAS

NATURALEZA MATEMATICA DE LAS ECUACIONES

TECNICAS DE DISCRETIZACION GLOBAL

METODOS ESPECTRALES

TECNICAS DE DISCRETIZACION LOCAL

METODOS DE ELEMENTOS FINITOS

TECNICAS DE DISCRETIZACION LOCAL

METODOS DE VOLUMENES FINITOS

ANALISIS NUMERICO DE ESQUEMAS DISCRETOS

RESOLUCION DE ECUACIONES DISCRETIZADAS

APLICACIONES

a
b
c
d
e
f

g
h

1

J
k

1

~— T T Y Y D T

2. Técnicas especificas aplicables a problemas de mecanica de fluidos y transferencia de calor.

FLUJO INVISCIDO COMPRESIBLE
FLUJO VISCOSO COMPRESIBLE
FLUJO VISCOSO INCOMPRESIBLE
TOPICOS ESPECIALES

a
b
c
d

—_ — —

La primera parte del curso consiste en presentar los principios generales sobre los que se apoyan
los modelos fisicos que interpretan muchas de las situaciones experimentales en mecanica de fluidos y
transferencia de calor. Mediante una visién del material propia de la mecénica del continuo se obtiene
posteriormente un modelo matematico que en general consiste de un conjunto de ecuaciones a deriva-
das parciales con o sin restricciones y con sus respectivos valores de contorno e iniciales que completan
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su definiciéon. Dada la complejidad matematica de estos modelos, salvo en situaciones muy particulares
en las cuales se pueden obtener soluciones analiticas, requieren de su resolucién numeérica con lo cual
se hace necesario presentar las diferentes técnicas de discretizacion habitualmente empleadas en pro-
blemas de transporte de calor y momento. Debido al diferente cardcter de las ecuaciones diferenciales,
tanto en su visién continua como en su contraparte discreta y a la presencia de ecuaciones adicionales
en los contornos, tambien discretizadas, se requiere un minucioso andlisis de los esquemas numéricos
empleados previo a su resolucion, con el fin de poder interpretar las técnicas numéricas desde el punto
de vista de la precisién, la convergencia, la consistencia y la estabilidad. A continuacién se aborda el
tema de la resolucién numérica delsistema algebraico/diferencial de ecuaciones que surge de la discre-
tizacion empleada. Este topico tiene alta incidencia en la factibilidad de resolver problemas numéricos
va que de acuerdo al problema en mano y a los recursos computacionales disponibles muestra las
diferentes alternativas para su resolucion. Esta primera parte finaliza con una serie de aplicaciones de
los conceptos adquiridos a la resolucion de las ecuaciones de conveccion difusién tanto en su version
estacionaria como transiente, desde el simple caso unidimensional al multidimensional, considerando
el caso lineal como el no lineal representado por la ecuacién de Biirgers. Este modelo sencillo tiene
especial interés dada la similitud que presenta con la estructura de las ecuaciones que conforman la
mayoria de los modelos matematicos mas frecuentemente usados en mecanica de fluidos y transferencia
de calor. En esta primera parte del curso se introduciran en forma de trabajos préacticos y cuando la
explicacién tedrica lo requiera algunos ejemplos a resolver tanto analitica como numéricamente. dado
que esta parte es introductoria se veran modelos simplificados de aquellos comtinmente empleados
en CFD pero que contienen muchas de las caracteristicas matemdtico/numéricas propias de aquellos
vy que lo hacen atractivos en pos de ir incorporando conceptos, necesarios para abordar la segunda
parte, en forma gradual. Paralelamente con el curso tedrico se desarrollardn talleres sobre los aspectos
practicos a cubrir en esta primera parte. Debido a que el enfoque del curso esta orientado hacia los
fundamentos y el aprendizaje de las técnicas que estdn implicitas en todo cédigo computacional se
hace necesario programar por uno mismo algunas aplicaciones vistas en la seccion tedrica. Ya que esto
dificilmente se encuentra en un paquete comercial y dado que el grado de avance que actualmente
existe en el area de software educativo estd bastante lejos de poder contar con herramientas aptas
para la ensenanza se hace necesario elegir algtin entorno que sea ameno para el usuario y potente para
el ambicioso plan de aprender métodos numéricos desde cero. En este sentido consideramos que el uso
de MatLab puede ser muy beneficioso por varias razones, a saber:

1. cuenta con muchas rutinas de alto nivel y otras de bajo nivel que permite ubicarse muchas veces
en diferentes niveles o jerarquias con lo cual cada uno puede optar por el rol que mas le gusta,

2. es un lenguaje de programacién, por lo tanto crear rutinas muy especificas,
3. gran y eficiente interaccién entre calculo y graficos,

4. posibilidad de debugear aplicaciones en forma interactiva.

No obstante, por razones de eficiencia y para cuando la necesidad lo requiera es necesario contar
con conocimientos de lenguajes de programacién mas orientados a simulaciones de gran escala, como
por ejemplo el Fortran y el C o C++. Sin entrar en detalles acerca de la programacion el curso incluye
el manejo de un programa de elementos finitos para la resolucién de algunos de los problemas incluidos
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en la primera parte del curso. Este software serd utilizado en la segunda parte del curso para resolver
problemas de flujos compresibles e incompresibles que requieren mucha mayor potencia de calculo.

La segunda parte del curso trata acerca de las técnicas especificas empleadas en la resolucién de
problemas de mecdanica de fluidos. Basicamente se tomard en primera instancia el caso de flujo inviscido
compresible representado por el modelo de las ecuaciones de Euler y posteriormente se tratara el caso
viscoso tanto compresible como incompresible modelado por las ecuaciones de Navier-Stokes. En cada
uno de estos capitulos se volcaran los conceptos aprendidos en la primera parte del curso para disenar
y analizar esquemas numeéricos que permitan resolver estos casos particulares. Dada la complejidad
del problema surgen naturalmente restricciones muy severas en cuanto a la resolucién numérica de las
ecuaciones lo cual hace necesario explorar técnicas iterativas especificasa tal fin. Como las soluciones
numéricas en los problemas de flujos de fluidos son altamente dependiente de la malla se hace necesario
introducir nociones béasicas sobre generacion de mallas en CFD . Este tema forma parte del grupo de
tépicos especiales. Otro de los temas especiales a tratar es el modelado de la turbulencia. Es bien
sabido que la mayoria de los problemas de interés son gobernados por condiciones de flujo turbulento.
Se verd a modo de introduccion algunos modelos algebraicos tipicos en los casos de flujos internos y
externos asi como algunos modelos basados en ecuaciones a derivadas parciales como el caso del bien
popular método k — €. Finalmente cierra esta seccién de topicos especiales el tratamiento de problemas
con dominios variables en el tiempo.
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Capitulo 1

Modelos fisicos y matematicos

En este capitulo se presentan los principios o leyes fisicas que gobiernan el flujo de fluidos, las
reglas que definen el comportamiento de los materiales involcucrados, los relaciones termodinamicas
entre las variables que caracterizan el fenémeno y finalmente los modelos matematicos conformados
por sistemas de ecuaciones diferenciales que seran el punto de partida hacia la btisqueda de soluciones
a diversos problemas de mecénica de fluidos y transferencia de calor.

1.1. Conceptos introductorios

En esta seccion mencionaremos algunos conceptos bésicos necesarios para conformar el marco
tedrico para el tratamiento de los problemas a resolver.

1.1.1. Postulado del continuo

Partiendo de una descripcion molecular de la materia podemos poner atencién en el movimiento
de ellas en forma individual o formar un cluster que agrupe a muchas de ellas y estudiar el movimiento
del mismo. La idea del cluster equivale a una especie de promediacién estadistica que tiene sentido si
las escalas de interés a ser resueltas son mucho mayores que el camino libre medio de las moléculas.
Esta visién fenomenoldgica hace que el medio sea interpretado como un continuo a diferencia de la
visién microscopica que mira al material desde una aproximacién a las particulas. Desde la 6ptica
del continuo las variables a resolver se asumen variar en forma continua respecto a las coordenadas
espaciales y al tiempo. En la aproximacién del continuo la operacion de promediacién antecede a la
aplicacién del principios termomecdanicos. En la aproximacion de particula se suelen plantear las leyes
fisicas a la escala microscopica y estudiar los fenémenos que ocurren a esa escala. Si realizaramos la
promediacion después de aplicar los principios termomecéanicos deberimos encontrar el mismo resultado
que aquel que surge de la mecdnica del continuo. De todos modos esto 1ltimo no es muy practico ya
que a menudo la informaciéon microscépica que se dispone es muy escasa como para poder plantear un
modelo a tan pequena escala para después saltar mediante la promediacién a la macroescala, de real
interés a los fines ingenieriles.



CAPITULO 1. MODELOS FISICOS Y MATEMATICOS
Seccion 1.1. Conceptos introductorios

1.1.2. Tipos de flujo

Compresible e incompresible Un fluido se considera incompresible si su densidad experimenta
cambios despreciables frente a cambios apreciables en la temperatura y la presién. Despreciable es un
término ambiguo y debe ser interpretado de acuerdo a la experiencia. Por ejemplo si un fluido varia
su densidad un 5% para un salto térmico de AT ~ 100°C o en un 1% para un salto de presién
de Ap = 100atm uno se inclinaria pensar que el fluido es incompresible. En realidad lo que interesa
es el flujo que se establece con total independencia del fluido que lo experimenta. No importa si es
agua o aire lo importante es en que medida es la compresibilidad del medio un factor importante por
considerar. Un ejemplo es la conveccién natural en un medio como el agua. Este fenémeno es manejado
por diferencia de densidades muchas veces producidas por gradientes térmicos. Si bien la densidad del
agua tiene un comportamiento tal que podria pensarse como incompresible, es su compresibilidad la
que permite poner en movimiento al sistema formando corrientes convectivas que describen por si
mismas el fenémeno. No obstante este problema puede ser tratado como uno de flujo incompresible
introduciendo efectos forzantes proporcionales al gradiente térmico mediante una aproximacion debida
a Boussinesq. En general el caso de flujo compresible es reservado para gases a alta velocidad, préximas
o superior a las del sonido en donde los fenémenos ondulatorios son muy apreciables. No obstante el
agua, un fluido qu a priori podria ser tildado como incompresible, al circular por una caneria y al
experimentar el cierre abrupto de una valvula desarrolla ondas de presion que pueden ser analizadas
por técnicas de flujos compresible. Resumiendo, la divisién entre compresible e incompresible debe ser
analizada en término del flujo que produce y no del fluido que lo experimenta.

| Convection |
Stable W
Laminar Turbulence

Infinitesimal|  Finite

amplitude |
Instability Transition |

Undisturbed Developed
Disturbed Deve|0ping

Flujo laminar y turbulento

Laminar y turbulento Mientras que el flujo laminar es caracterizado por un movimiento suave
y deterministico de una ldmina de fluido sobre otra, el turbulento es un movimiento aleatorio super-
puesto sobre un movimiento medio del fluido. El humo de un cigarrillo es un experimento interesante
que permite visualizar como el aire alrededor del mismo al calentarse se pone en movimiento de forma
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laminar. En direccién ascendente pronto se ve como esa corriente ordenada empieza a inestabilizarse
formando remolinos de gran escala que se returcen hasta que el desérden se amplifica y los remolinos
se afinan en tamano y crecen en cantidad retorciéndose méds y mas alcanzando un régimen plena-
mente turbulento. Este fendmeno es visible a nuestros ojos por un efecto similar al utilizado en la
técnica Schlieren en el que se hace atravezar rayos luminosos en un medio con densidad variable. De
los muchos experimentos que se podrian mencionar acerca de flujos turbulentos no podemos dejar
de mencionar aquel que hizo historia y que se debié al propio Reynolds. El pudo observar como el
flujo que atravezaba un tubo de seccién circular a medida que iba cambiando la velocidad de entrada
experimentaba cambios despreciables en su patrén fluidodindmico hasta que al atravezar cierto valor
limite se producia un cambio significativo en el régimen fluidodindmico. Ese valor critico puede ser
establecido mediante técnicas de analisis dimensional, que dan cuenta que cuando el nimero de Rey-
nolds supera un valor proximo a los 2100 el flujo se transiciona y luego se transforma en turbulento.
La transicién se manifiesta porque se crea un movimiento vorticoso periddico que al crecer el Reynolds
se desordena aun mas alcanzando un régimen turbulento. La figura 1.1.2 muestra a modo de esquema
los diferentes regimenes que se presentan en un flujo desde uno laminar estable, pasando por inesta-
bilidades hasta uno turbulento. El tema de la inestabilidad de flujos es toda un area de investigacion
aparte que merece mucha atencién y que por razones de complejidad y espacio no serd tratada en este
curso. Aquellos interesados en el tema pueden recurrir a libros como Batchelor [Ba], Dreizin & Reid
[DR] y a los trabajos de Taylor entre otros.

Estacionario y transiente En el caso laminar la diferencia entre un flujo estacionario y otro
transiente es obvia, en el primero las variables de interes son independientes del tiempo mientras que
en el ultimo p = p(t) y v = v(t). Si el flujo es turbulento, por ser este siempre transiente, la diferencia
debe establecerse sobre los valores medios, o sea p # P(t) implica que el flujo es estacionario, siendo
D= % f(;[ p(t)dt el promedio temporal de la presién en un periodo de duracién 7.

Unidimensional y multidimensional En el punto anterior tratamos la dependencia o no de las
variables dependientes sobre una variable independiente en particular, el tiempo, estableciendo las
diferencias entre un movimiento estacionario y otro transiente. Ahora tomaremos otra variable inde-
pendiente, las coordenadas espaciales y supongamos que las variables dependientes, la presién y la
velocidad por ejemplo, sélo dependen de una de las coordenadas espaciales. En ese caso el movimiento
es unidimensional siendo esta situaciéon muy ventajosa a la hora de un tratamiento analitico. Lamen-
tablemente estas situaciones dificilmente se encuentren en la realidad, siendo al menos 2D la clase de
problemas que merecen atencién. En estos casos como en el 3D los problemas deben ser generalmente
abordados en forma numérica.

1.1.3. La solucién a los problemas de mecanica de fluidos

El formalismo necesario para resolver problemas de mecanica de fluidos requiere de establecer los
postulados fundamentales que gobiernan el movimiento de los mismos. Sin entrar en demasiado detalle
en este tema podemos decir que la mayoria de los estudiantes aprenden en los cursos universitarios las
leyes de Newton del movimiento y la aplican para resolver problemas de estdtica y dinamica en forma
casi natural. Pareceria natural que ellas deban incluirse como leyes o postulados fundamentales para
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tratar problemas de movimiento de fluidos. Sin embargo y desde el punto de vista de la mecédnica del
continuo son mas adecuadas las dos leyes de Euler que dicen:

s 1.- la variacién temporal de la cantidad de movimiento de un cuerpo es igual a la fuerza resultante
actuando sobre el mismo.

= 2.- la variaciéon temporal del momento de la cantidad de movimiento de un cuerpo es igual al
torque resultante actuando sobre el mismo, considerando que tanto el momento angular como el
torque son medidos respecto del mismo punto.

La primera ley de Euler es una generalizacién de la segunda ley de Newton mientras que la segunda
ley de Euler es independiente de la primera ya que no solo incluye las fuerzas de volimen sino también
las fuerzas de superficie. Estas dos leyes son conocidas como el principio del momento lineal (1) y
el principio del momento angular (2). Ambas, junto con los principios de conservaciéon de la masa
v la energia forman las leyes fundamentales necesarias para definir el modelo fisico utilizado en la
mayoria de los fenémenos de transporte. Es més, los principios del momento lineal y angular pueden
ser considerados como principios de conservacion considerando que la variacion temporal de la cantidad
de movimiento lineal o angular son igualadas por la velocidad a la cual dicha cantidad de movimiento
lineal o angular se suminstra al cuerpo mediante una fuerza o un torque respectivamente.

En lo anterior la palabra cuerpo se utiliza como una cantidad fija de material, un cuerpo siempre
contiene la misma masa y algunas veces es referido como sistema. Considerando los 4 principios
de conservacién anteriores, cantidad de movimiento lineal y angular, masa y energia podemos ver
que los dos primeros son principios sobre propiedades vectoriales mientras que los dos tultimos son
establecidos sobre cantidades escalares. Establecer los principios fundamentales es solo el comienzo de
un largo camino en pos de obtener soluciones a problemas de mecanica de los fluidos. A continuacién
se requiere un detallado andlisis matematico para transformar lo establecido por los principios fisicos
en ecuaciones matemadticas 1tiles. A posteriori se necesita introducir reglas sobre el comportamiento
del material tanto desde un punto de vista mecanico como termodinamico ambas basadas en las
observaciones o quizas en algunos casos deducibles de principios o leyes fisicas aplicables a escalas
mucho mas pequenas. Finalmente es la intuicién la que restringe atin més los modelos en pos de
hacerlos tratables.

1.1.4. Unidades

En pos de normalizar el tratamiento tomaremos como unidades aquellas que surgen del sistema
internacional de medidas y que se expresan en funcion de las siguientes magnitudes basicas o primarias:

M = masa (Kg)
L = distancia (m) (1.1)
t = tiempo (seg)

con lo cual las cantidades cinematicas como posicién, velocidad y aceleracién surgen de combinar
distancias y tiempos en distintas potencias. La fuerza, como magnitud dindmica surge de aplicar el
principio de conservacién de la cantidad de movimiento lineal , entonces
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(1.2)

1.1.5. Propiedades de los fluidos

Para el caso de flujo incompresible a una fase solo se requiere conocer la densidad y la viscosidad
si el fluido es newtoniano. En el caso que el fluido sea no newtoniano o si los efectos compresibles son
importantes existen otras magnitudes a tener en cuenta.

Compresibilidad Con dos coeficientes tendremos en cuenta el efecto de la presién y la temperatura
sobre la densidad. El primero se define como:

1 (8,0)
R=—=—)rT
p Op
mientras que el coeficiente de expansién 3 se define como:
1,0p
= _*(7):0
p 0T

En el caso de los liquidos estos dos coeficientes son en general pequenos, especialmente k. El
coeficiente de expansién puede adquirir cierta importancia en el caso de fenémenos como la conveccion
natural. En el caso de gases, un ejemplo es el caso de los gases ideales cuya ley de comportamiento
viene comunmente expresada por

_ b

P=RT

- 13
; (1.3
1

=7

T

En el caso de los gases reales el comportamiento es diferente especialmente cerca de los puntos
criticos y se debe recurrir a la experiencia para poder determinar las leyes de comportamiento.

Viscosidad A diferencia de los materiales sélidos que ante un esfuerzo sufren una deformacién
en general independiente del tiempo, los fluidos no soportan determinados esfuerzos y se deforman
continuamente. Esto muchas veces esta asociado a la fluidez del medio. Un contraejemplo de los dicho
en el caso de sélidos es el fenémeno de creep o fluencia lenta. En el caso de los sélidos la deformacién
es la variable cinemética de interés, definida como la variacion relativa de la distancia entre dos puntos
del cuerpo material. En los fluidos su analogo es la tasa o velocidad de deformacién, o sea la variacion
relativa de la velocidad de dos puntos dentro del volimen material. Lo que suele ser de interés es
establecer cierta relacién entre causa y efecto, o sea entre tensién y deformacion en mecéanica de sélidos
o entre tension y velocidad de deformacion en fluidos. Esta funcionalidad puede asumir un rango lineal
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y luego uno no lineal, dependiendo del material el punto de corte entre uno y otro comportamiento.
En sélidos es el médulo de Young el que vincula tension con deformacién mientras que en mecénica de
fluidos es la viscosidad la que juega semejante rol. La reologia es la ciencia que se encarga de establecer
relaciones de este tipo vélidas para ciertos materiales o fluidos. A su vez una vez establecido el ensayo de
laboratorio aparecen los teéricos tratando de traducir los valores experimentales en alguna teoria que
los explique. Entre estas teorias una de las més citadas es la de considerar al fluido como Newtoniano,
con eso queremos decir que la viscosidad es independiente del estado de deformacién del fluido. La
viscosidad puede variar con la posicién y el tiempo pero por otras causas, por ejemplo calentamiento,
pero no varia por su estado de deformacién. Con el viscosimetro se pueden determinar valores para la
viscosidad. En el caso més general la viscosidad puede depender del estado de deformacién y en este
caso el fluido exhibe un comportamiento no newtoniano. La figura 1.1.5 muestra 4 curvas tensién vs
velocidad de deformacién que muestran el caso newtoniano (recta por el origen), el fluyjo de Bingham
(recta desfasada del origen), y dos casos de fluido no newtoniano, el caso dilatante con viscosidad
proporcional a la deformacién y el caso pseudo-plastico cuando la viscosidad disminuye cuanto maés se
deforma el fluido.

Comportamiento reolégico de los fluidos

Existe un modelo muy usado llamado modelo de la ley de potencia o modelo de Ostwald-de Wael
el cual trata de unificar el tratamiento definiendo una viscosidad aparente del tipo

dve

Hap X [0 | dy Hn71

con o una viscosidad de referencia y n una potencia. En este caso el escurrimiento se piensa del
tipo flujo paralelo.

Tensién superficial Esta aparece en general cuando existen interfaces entre dos o mas fluidos o
un fluido y un sélido y a veces suelen ser tan importantes que su omision en las ecuaciones pone en
peligro el realismo de la solucién. Esta en general es funcion de la curvatura de la interface y de algin
coeficiente de capilaridad. Su complejidad escapa los alcances de estas notas.

Presion de vapor
En algunas aplicaciones la presién local suele descender demasiado alcanzando la presion de satu-
racién del vapor con lo cual aparece el fenémeno de cavitacion. Este fendmeno es muy importante en
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el funcionamiento de maquinas hidraulicas como bombas y turbinas pero su tratamientoe escapa los
alcances de estas notas.

1.2. Cinematica de fluidos

En esta seccion se presentan algunas definiciones necesarias para describir el movimiento de los
fluidos y se muestran algunas reglas muy utiles que permiten manipular matematicamente las ecuacio-
nes de conservacién, pudiendo expresarlas de varias formas segun el tratamiento que se desee emplear.
Empezaremos con la definicién de los diferentes voliimenes de control cominmente empleados en la
descripcién de las ecuaciones de movimiento y expresaremos en forma matemédtica el principio de
conservacion del momento lineal. Posteriormente trabajaremos sobre la cinematica del movimiento, el
lado izquierdo de la ecuacion, usaremos el teorema de la divergencia para poder transformar integrales
de volumen en integrales de area y viceversa, una ayuda para poder formular los problemas desde el
punto de vista integral o diferencial, microscopico o macroscépico y finalmente se presenta el teorema
del transporte para poder manipular voliimenes de control variables con el tiempo. De esta forma se
arriba a las ecuaciones de conservacion.

1.2.1. El voliimen material

Por lo previamente establecido el principio de momento lineal involucra la definiciéon de cuerpo,
diciendo que la variacion temporal de la cantidad de movimiento de un cuerpo es igual a la fuerza
resultante actuando sobre el mismo. Como cuerpo queremos decir un sistema con una cantidad fija
de material. Debido a que los principios de conservacién se aplican a los cuerpos y si consideramos
el principio de conservacion de la masa entonces se deduce que la masa de un volimen material
es constante. Al basar nuestro analisis en la mecanica del continuo y al asumir que nuestra escala de
interés es mucho mayor que la del propio movimiento molecular, entonces, tiene sentido considerar que
el volimen material cambia de forma y posicién con el tiempo de una manera continua sin intercambiar
masa con el medio ambiente. Designaremos al volimen material y a su respectiva area material como
Vi v Am - En breve surgird la necesidad de trabajar con volimenes de control fijos en el espacio y a
estos como a su respectiva area los designaremos sencillamente por V y A. Finalmente presentamos
una tercera posibilidad, aquella en la que el volidmen de control se mueve pero ya no siguiendo al
sistema o cuerpo sino de una manera arbitraria y a estos y su respectiva area la simbolizamos como

Vev Aa.

1.2.2. El principio de conservacion de la cantidad de movimiento lineal

Consideremos un volimen diferencial de fluido dV' como el mostrado en la figura 1.2.2. La masa
contenida en el mismo es dM = pdV y la cantidad de movimiento del mismo es vdM = pvdV. Por
definiciéon la cantidad de movimiento del volimen material se define como:

/ pvdV (1.4)
Vi (t)

con lo cual el principio de la conservaciéon de la cantidad de movimiento lineal puede escribirse
como:
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volumen

Y

b
TS
SSSEE

Distintas definiciones de volimenes de control

D Fuerza actuando sobre

— pvdV = , . (1.5)

Dt Jy,, 1) el volumen material

La derivada % es llamada la derivada material y en breve serd sometida a andlisis junto con las

otras dos derivadas temporales a considerar, la derivada total y la derivada parcial. Aqui simplemente
lo que queremos indicar es que estamos tomando la variacién temporal de una propiedad de un volimen
material. Del lado izquierdo de la anterior ecuacién participa la cinematica del movimiento mientras
que del derecho se hallan las causas del movimiento o fuerzas externas aplicadas al cuerpo. Estas
pueden ser:

= a.- fuerzas de cuerpo o voliimen
s b.- fuerzas de superficie.

Mientras que las primeras actian sobre la masa del sistema (fuerzas gravitatorias, electrostaticas,
etc) las otras lo hacen sobre el contorno del sistema. Introduciendo estas dos fuerzas en la expresion
anterior arribamos al principio de conservacion de la cantidad de movimiento lineal, expresado como:

D pvdV—/ png+/ t(n)dA (1.6)
Dt Jy,, ) Vin (£) A (D)

donde g es la fuerza de cuerpo por unidad de masa y t(y) es el vector tensién en el contorno.

Casos simples

En la mayoria de los cursos de mecénica de los fluidos de la carrera de de Ingenieria se hace especial
énfasis entre otros temas a la resolucién de problemas asociados con la estatica de fluidos y el flujo en
tubos y canales.
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AF Fuerza de superficie

actuando sobre AA

AA Elemento

de superficie

AV elemento

de volumen diferencial

Vi (t) Volumen material
Volumen material

La estética de fluidos
El primer caso corresponde al caso particular de un flujo en reposo (estacionario) donde el término
izquierdo de la expresién (1.6) se anula quedando una igualdad del tipo:

0:/ png+/ t(n)dA (1.7)
Vin ) An(®)

Si ademas se acepta la definicién que dice: un fluido se deformara continuamente bajo la aplicacion
de un esfuerzo de corte entonces, las tnicas fuerzas de superficie posibles deben actuar en forma
normal a la misma. Ademés se puede probar que el tensor de tensiones asociado a un fluido en reposo
es isotropico y por lo tanto permanecerd invariante con la direccién. Con todo esto las ecuaciones

se simplifican demasiado y si asumimos cierta continuidad en los integrandos podemos cambiar a la
forma diferencial del problema y arribar a la bien conocida expresion:

0=pg—Vp
Op
0=pgi— 87331 (1.8)

.0 .0 0

donde hemos usado notacién de Gibbs en la primera linea, notacién indicial en la segunda y la
definicién del operador gradiente en la tercera. Esta expresifon es muy familiar para los estudiantes
de ingenieria ya que muchos problemas clasicos se resuelven con ella, a saber:

1. a.-barémetros
2. b.-manémetros

3. c.-fuerzas sobre cuerpos planos sumergidos
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4. d.-fuerzas sobre cuerpos curvos sumergidos
5. e.-fuerzas de flotacién

6. f.-hidrometros, etc

En la parte I de la practica 1 se presentan algunos problemas opcionales a resolver para aquellos
que quieran ejercitarse sobre temas que no son centrales al curso pero que son necesarios conocer
para poder analizar problemas de mecanica de fluidos. Opcionales significa que aquellos que se sientan
confiados en que conocen la forma de resolverlos no estan obligados a hacerlo.

Flujo laminar unidimensional

En este problema el fluido no esta en reposo pero si consideramos el caso de flujo laminar y lineas de
corriente rectas entonces nuevamente el miembro izquierdo de (1.6) se anula. Esto tiene su explicacién
si tomamos un volimen material como el de la figura 1.2.2,

Flujo laminar unidimensional, definicién del volimen material

alli su cantidad de movimiento es constante ya que la densidad es constante por tratarse de un flujo
incompresible y la velocidad en ese volimen de control es constante ya que la misma depende solamente
del radio. Un ejemplo de flujo unidimensional que no tiene lineas de corriente rectas y por ende no
anula el miembro izquierdo es el de flujo Couette entre dos cilindricos concéntrico de longitud infinita.
La razon es que alli existe una aceleracion centripeta necesaria para mantener el flujo en un movimiento
circular. Nuevamente tomamos la expresién (1.7) pero en este caso por estar el fluido en movimiento
no podemos despreciar los esfuerzos cortantes. Por lo tanto las fuerzas de superficie actuardn en la
direccién normal (la presién) y en la direccién tangencial (la tensién de corte). Por la forma que tiene
el volimen material y debido a que el movimiento tiene una sola componente de velocidad segin la
direccién z entonces las fuerzas normales a las superficies solo pueden actuar sobre aquellas superficies
cuya normal estd alineada con el eje z. Como no existe flujo en la seccién transversal del tubo los
esfuerzos de corte en los mismos es nulo y solo puede haber esfuerzos de corte en los planos cuya
normal coincide con la direccién radial como se muestra en la figura. Por lo tanto, si por el momento
no consideramos las fuerzas de cuerpo la expresién (1.7) queda

0= [(p2mrAr), — (P27 AT) o nz] + [— (772271 AZ)p — (772207 A2) 4 Ar] (1.9)

Haciendo un poco de algebra y tomando limites cuando Ar — 0 y Az — 0 conduce a la siguiente
expresion diferencial:

0= —74‘*5(7’7}2) (1.10)
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Esta ecuacién se la conoce con el nombre de ecuaciéon de tensiéon del movimiento porque viene
expresada en términos de las componentes del tensor de tensiones. Si queremos expresar esta ecua-
cién en término de las variables cinematicas debemos usar alguna relaciéon constitutiva. En este caso
recurrimos a la ley de Newton de la viscosidad en la cual

ov
Trz = [ 8; (1.11)
con lo cual si consideramos que la viscosidad es constante la (1.10) se transforma en
dp 10, Ov,
=z _ s = 1.12
a:  Mror (r or ) (1.12)

Este flujo es denominado flujo plano Couette y representa uno de los casos simples con solucién
analitica y que ha tenido gran interés desde el punto de vista de las aplicaciones. Nosotros aqui solo
lo hemos planteado, dejamos la resolucién del mismo como parte de los trabajos préacticos.

Cinematica de fluidos en los casos generales

En la seccion anterior nos volcamos hacia la resoluciéon de dos casos muy particulares que per-
miten independizarse completamente del miembro izquierdo de la expresién (1.6) del principio de
conservacién de la cantidad de movimiento lineal . Ahora nos detendremos a analizar las variables
que componen este miembro izquierdo de forma de adquirir las nociones elementales necesarias para
su tratamiento. Este término expresa la cinemadtica del movimiento y como tal incluye la variacion
temporal de propiedades que se hallan distribuidas en el espacio de alguna manera continua. Por lo
tanto aparece la necesidad de tratar a las dos variables independientes mas importantes que incluyen
los principios de conservacion, las coordenadas espaciales y el tiempo. El objetivo estd en conducir
por una lados hacia la formulacién diferencial de los principios de conservacién con el propdsito de
analizarlos desde un punto de vista macroscépico local y por otro manipular la formulacién integral
para poder llevar a cabo balance

s macroscoopico globales, muy utiles por varias razones. Estos balances macroscépico globales
permiten chequear soluciones obtenidas numéricamente mediante balances locales y por otro han sido
de amplia difusién en la profesién del ingeniero para el calculo y diseno de equipos e instalaciones.

Coordenadas espaciales y materiales

En esta seccion pretendemos desarrollar las nociones bésicas sobre lo que se entiende por coorde-
nadas materiales y su relacién con las coordenadas espaciales en pos de describir adecuadamente el
movimiento de un fluido. El término coordenadas espaciales se refiere a un sistema de coordenadas
fijo donde todos los puntos del espacio pueden ser localizados. Hay dos formas posibles de localizar o
identificar una particula de fluido que pertenece a un volimen material diferencial dV,,(t). Una for-
ma seria designar su posicién mediante sus coordenadas espaciales x, ¥y, z. Asumiendo que a un dado
tiempo de referencia ¢t = 0 las coordenadas espaciales se hallan localizadas en

=X, y=Y, z2=17, t=20 (1.13)

Para un tiempo ¢ > 0 la posicién se puede expresar mediante
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t
y=Y+/0t (@)dt (1.14)

t
z:Z+/O (%)dt

Compactando las tres expresiones anteriores en una sola mediante

r:R—i—/Ot (%)dt (1.15)

entonces, r representa el vector posicién espacial mientras que R es llamado el vector posicién material.
Este ultimo identifica una particula del sistema o cuerpo y en algun sentido la impone una marca
al tiempo de referencia. Este conjunto especifico de coordenadas no representa ningin sistema de
coordenadas que se mueve y se deforma con el cuerpo. De alguna manera las coordenadas espaciales
se pueden expresar en funcién de las coordenadas materiales y el tiempo,

r=r(R,t) (1.16)

Una descripcién Lagrangiana del movimiento es aquella expresada en término de las coordenadas
materiales mientras que una descripcién Fuleriana se expresa seglin las coordenadas espaciales.

La derivada temporal del vector posicion espacial para una particula de fluido en particular es la
velocidad de la misma. Ya que la derivada se evalia con las coordenadas materiales fijas esta derivada
es llamada derivada material,

dr Dr
(E)R_ o =V (1.17)
Derivadas temporales
Sea S = S(x,y, z,t) una funcién escalar, entonces su derivada temporal se define como:
dsS . S(t+ At) — S(t)

at - Alglo At

(1.18)

Si S fuera solo funcion del tiempo esta definicién es directa mientras que si S depende de las coorde-
nadas espaciales existe una ambiguedad respecto al punto que se toma en el instante ¢ y en t + At.
Para comenzar consideremos el movimiento de una particula p de un sistema o cuerpo, acorde a (1.18)
tenemos que la componente z de la velocidad de la misma sera:

de, wp(t 4+ At) —xp(t)]
o= Ao | Al = (1.19)

Imaginemos que la medicién la llevamos a cabo con un observador montado sobre la particula, entonces
para el observador las coordenadas materiales no cambian y por ende (1.18) se vuelve

Dz, dz, ) xp(t + At) — xp(t)
Dt~ U = Ay [ At ]R (1.20)
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Supongamos que queremos medir la temperatura de un flujo y como es habitual la medicion la llevamos
a cabo en una ubicacién fija del laboratorio, entonces lo que medimos como derivada temporal de la
temperatura es:

oT AT T(t+ At) — T(t)] (1.21)

ot (E)r = Ao [ At
y a esta derivada se la suele llamar derivada parcial efectuada fijando las coordenadas espaciales del
punto de medicién en lugar de las coordenadas materiales como en (1.20).

Un tercer caso seria el de efectuar la medicién montado sobre un dispositivo que se mueva de una
forma arbitraria no manteniendo ni las coordenadas espaciales ni las materiales fijas. Esta derivada se
la llama derivada total asumiendo que la velocidad del sistema de medicién es w # v.

La figura 1.2.2 muestra una descripcion de lo que acabamos de presentar como las tres derivadas
temporales a utilizar en el resto del curso.

y

Definicién de las derivadas temporales

Para interpretar lo anterior pero desde un punto de vista matemaditico asumamos que tenemos
cierta funcién escalar como la temperatura definida como:

T =T(r,t) (1.22)

Si las coordenadas materiales se mantiene fijas, entonces podemos expresar las coordenadas espa-
ciales en términos de las materiales y el tiempo como

T =T(r,t) =T[r(R,t),t)] =

= T[z(R,1),y(R, 1), 2(R,1),1] (123)
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manteniendo R constante y diferenciando

(=20 = 0 Gom+ G m+ GO Em+ (G (124

xXr z

Por definicién las derivadas de las coordenadas espaciales mantieniendo las coordenadas materiales
R fijas son las componentes de la velocidad del fluido v, mientras que la derivada manteniendo las
coordenadas espaciales r fijas es la derivada parcial, entonces (1.24) se transforma en:

DT oT oT oT oT

mientras que en notacién de Gibbs es

DT oT
y en notacion indicial:
Dr 0T oT

i = (E) +vj(8—xj). (1.27)

En el caso en que la medicién la efectuemos sobre un dispositivo que tiene su propio movimiento

entonces ya las coordenadas materiales no son fijas y las derivadas totales de las coordenadas espaciales
respecto al tiempo representan las componentes de la velocidad del dispositivo w,

dar ,or aT or or

T (@)wx + (a—y)wy + (a)wz + (E) (1.28)
en notacién de Gibbs: T or
o = (o) tw VT (1.29)
y en notacion indicial:
e R e (1.30)

J

Como vemos comparando (1.21) e (1.27) con (1.30) vemos que esta tltima es la mas general ya
que (1.21) corresponde al caso w = 0 mientras que como (1.27) serfa cuando w = v.

Hasta aqui hemos analizado el caso de una funcién escalar y en particular hemos mencionado por
razones de indole préactica el caso de la temperatura. A continuacién veremos que sucede cuando la
funcién a derivar es una cantidad vectorial. Tomemos como ejemplo el caso del vector velocidad cuya
derivada temporal representa el vector aceleracién. Por definicién,

dv,  Dv
a* = Dy

Haciendo el mismo analisis que con el caso escalar arribamos a que para un observador con coor-
denadas espaciales fijas este mide como aceleracién

a=| (1.31)

dv _8v

Gh=% (1.32)
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siendo la relacién entre ambas D 5
v v

_ _ (v . 1.33
a for ( T )+v-Vv ( )

en notacién indicial

Do (B (22
Dt ot al’j

Aqui vemos que la aceleracién consiste de dos términos, uno es llamado la aceleracion local y
representa la variacién temporal de la velocidad en un punto fijo en el espacio. La segunda es llamada
la aceleracién convectiva y depende tanto de la magnitud de la velocidad como de su gradiente.
De la expresién anterior surge que aunque el flujo sea estacionario la aceleraciéon puede no ser nula
dependiendo de su componente convectiva. Un ejemplo de esto lo vemos en el caso del flujo entrando
a un tubo desde un depédsito. Hasta que se desarrolla el flujo experimenta una aceleracién debido
al término convectivo aun cuando para un observador ubicado justo enfrente de dicha entrada las
condiciones parecen no variar. Sin embargo otro observador viajando con el fluido experimentara la

) (1.34)

aceleracién convectiva.

Teorema de la divergencia

Esta herramienta matematica es muy 1til en la discusién que sigue a continuacion en este capitulo.
Con ella podemos formular balances macroscépicos o desarrollar ecuaciones diferenciales a partir de
los principios de conservacién expresados en forma integral como por ejemplo el (1.6) .

Este teorema, conocido por aquellos alumnos que han tomado un curso de Célculo de varias
variables se puede expresar de la siguiente formas:

/V-GdV:/ G -ndA (1.35)
1% A

Nuestro objetivo no es mostrar una demostracién del mismo, solamente presentarlo y tratar de
aplicarlo en las secciones que siguen a esta. Para poder aplicarlo al caso de un campo escalar expresemos
el campo vectorial anterior como G = S'b donde S es un escalar y b es un vector constante. Entonces
se puede demostrar que

/VSdV:/ SndA (1.36)
1% A
Teorema del transporte

Hasta el momento hemos presentado diferentes formas de derivar temporalmente una funcién tanto
escalar como vectorial y a su vez hemos mencionado las dos formas de localizar un punto del cuerpo,
mediante sus coordenadas espaciales o sus coordenadas materiales.

El objetivo de esta seccién es desarrollar una expresién general para la derivada temporal de una
integral de volimen bajo condiciones tales que los puntos que pertenecen a la superficie del volimen
se mueven con una velocidad arbitraria w. De acuerdo a lo ya presentado este volimen arbitrario lo
hemos denominado como V,(t). Si la velocidad del mismo la fijamos igual a la velocidad de fluido
v entonces el volimen se transforma en un volimen material V,,(t) y bajo estas condiciones nos
referiremos al teorema del transporte de Reynolds.

Considerando el volimen arbitrario V,(t) como aquel ilustrado en la parte izquierda de la figura 1.1.
Deseamos determinar la integral de volimen de una cantidad escalar S, a saber:
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S(t+ ANV — [, o SV
[ sav = lim [f"“(”“) ( gt bat S |

— 1.37
de Va(t) At—0 ( )

Para visualizar el teorema debemos pensar que el voltimen bajo consideracién se mueve a través del
espacio de forma tal que los puntos de su superficie se mueven con velocidad w. Esta velocidad puede
variar con el tiempo (aceleracién) y con las coordenadas espaciales (deformacién). En cada instante
de tiempo la integral es evaluada y deseamos medir cual es la variacién de esta medicién. Observando
la figura vemos que en un instante At el nuevo volimen barrido por la superficie movil es designado
dV, 1 mientras que el viejo volimen dejado atras por su movimiento se designa por dV,;.

Va(t + At)
Superficie al tiempo t
dV =w-nAtdA

Figura 1.1: Teorema del transporte

dV =w-nAtdA

El area de este volimen arbitario A,(t) se puede dividir en dos partes: A,;(t) y Ayr7(t) mediante
una curva cerrada sobre la superficie tal que n - w = 0. Sin entrar en demasiados detalles para su
demostracién, suponiendo que tal curva existe, entonces

Va(t + At) = Vo(t) + Varr(At) — Var(At) (1.38)

lo cual nos permite escribir la integral en (1.37) como

/ S(t+ At)dV = S(t+ At)dV + /
Vo (t+At) Va (t)

S(t—l—At)dVH - / S(t—l-At)dV[ (139)
Varr(At)

VaI(AL)

que reemplazada en (1.37) produce

dt Va(t) At—0 Va(t) At (1 40)
i [fvm(m) S(t+ A)dVir — [y, an S+ At)de]
At—0 At
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Cambiando el orden de integracién con el proceso limite en el primer término obtenemos

d oS

= SdV = / Poyav+

At Sy, Va(t)( ot

Poupran SE+ AV = [, ap S+ At)dVI]
At

(1.41)

lim {
At—0

A continuacién analizamos de que forma cambiar las integrales de voliimen por integrales de superficie.

Para ello consideremos nuevamente la figura 1.1 que en su parte derecha analiza lo que ocurre
localizadamente sobre un diferencial de superficie del voliimen que se estd moviendo. Este diferencial
de volumen al moverse una distancia L barre un cilindro oblicuo con respecto a la normal a la superficie
siendo esta distancia

L =wAt (1.42)

con w la magnitud del vector w que define la velocidad con que se mueve el volimen arbitrario,
siendo su versor direccién representado en la figura mediante A, entonces

W= wA (1.43)

El voliimen barrido es

dV = LdAe (1.44)

La relacién entre la orientacion del diferencial de area sobre la superficie con aquel generado por

el barrido es:
a=1">

(1.45)
a = oo
dAcs = £cos(f)dA
cos(f) (1.46)
cos(f) =A-n
Entonces
dV = +w - nAtdA (1.47)

y aplicando este resultado a los dos volimenes que aparecen en la expresién (1.41) obtenemos lo
siguiente:

/ S(t+ AtdV; = —At / S(t+ At)w - ndA; / S(t+ ANV, = +At / S(t+ Abw - n
VaI(At) Aa[ (t) Aall(t)

VaII(At)
(1.48)
cuya sustitucién en (1.41) produce
% SdV = (%j)dv—l—
Vel® vel® (1.49)
lim [/ S(t—i—At)w-ndAH—i-/ S(t+ At)w -ndA;
At=0 L Aq (1) Aar(t)
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Tomando el limite vemos que Aq(t)+Aq7(t) = Aq(t) obteniendo finalmente el Teorema general

del transporte:
d/ SdV—/ (aS)dV—i—/ Sw - ndA
dt Sy, Va(t) Of Aa(t)

En el caso de un volimen fijo en el espacio tenemos que V,(t) =V y w = 0 con lo que lo anterior

se simplifa a
d/SdV:/(aS)dV (1.51)
dt Jy, v Ot

El uso mas frecuente del teorema general del transporte es cuando se lo aplica a un voliimen material
en cuyo caso este resultado se lo conoce como el Teorema del transporte de Reynolds, cuya expresion
viene dada como:

(1.50)

D de—/ (8S)dV+/ Sv-ndA (1.52)
Dt [y, e Vim(t) OF Anm (1)

La extension de los resultados anteriores al caso de una funcién vectorial es directa, simplemente
podemos aplicarlo a cada componente, luego multiplicarlo por su respectivo versor direccién y luego
sumar, con lo que (1.50) aplicado por ejemplo al campo de velocidades produce el siguiente resultado:

4 vdV = / (8—v)dV + / vw - ndA (1.53)
dt Jy, @ Va(t) OF Aalt)

Conservacion de la masa

Hasta este punto hemos tratado de obtener las herramientas necesarias para manipular el miembro
izquierdo del principio de conservacién de la cantidad de movimiento lineal con lo cual en pos de
generalizar su uso deberfamos a esta altura completarlo con el manejo del miembro derecho, aquel
representado por las fuerzas de volimen y las de superficie. Antes de ello y en pos de ir conduciendo al
estudiante hacia la utilizacién mas importante de todos los conceptos hasta aqui presentados vamos a
considerar el caso particular de la conservacién de la masa, ya que este no presenta miembro derecho.
Definamos la propiedad a medir, la masa de un voliimen material como:

M= (t)pdv (1.54)
Vm

Ya que el principio de conservacién requiere que la misma se mantenga constante, entonces:

dM DM D

C "= D0 =i, Y 0 (1.55)

Aplicando el teorema del transporte a la derivada material de la integral obtenemos:

D Op
— pdV = / —dV + / pv-ndA =0 (1.56)
Dt [y, Vi (t) O A (8)

que surge de reemplazar S = p en (1.52) .
De esta forma fue posible introducir el operador derivada dentro de la integral. Ahora a continua-
cion el teorema de la divergencia nos ayudard para transformar la integral de area en una de volimen
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con el fin de poder juntar todos los términos bajo un mismo signo integral y de esta forma pasar de
la formulacién integral a una diferencial. Esto produce finalmente:

D / dp
— pdV:/ — 4+ V- (pv)|dV =0 1.57
Dt Jy,. 1) V(1) [375 ( )] (137

Asumiendo continuidad en los integrandos podemos deshacernos de la integral y obtener la tan ansiada
forma diferencial del principio de conservacion de la masa

0
ot
Existen algunas otras formas de expresar el mismo principio de conservacién, como por ejemplo si
aplicamos la definiciéon de derivada material y alguna manipulacién algebraica bésica llegamos a:

Dp

e TP (1.59)

Otra forma particular de la ecuacién de continuidad se obtiene si consideramos el caso de un flujo

incompresible. Como la densidad es constante de (1.59) surge que

V.ov=0 (1.60)

Una forma particular del teorema del transporte de Reynolds se puede lograr si expresamos la
propiedad escalar S como producto de la densidad por su propiedad especifica,

S =ps (1.61)

En ese caso aplicando todo lo visto hasta aqui se puede arribar a la siguiente igualdad, llamada
forma especial del teorema del transporte de Reynolds

D / / Ds
— sdV = —dV 1.62
Dt Jy0" v Dt (1.62)

Una forma alternativa de obtener la ecuacién de continuidad mucho méas préactica y con menos
manipuleo matematico es posible mediante el concepto de balance de flujos.

En general para un diferencial de voliimen como el mostrado en la figura 1.2.2 podemos expresar
el siguiente principio de conservacion de la masa de la siguiente forma:

al volimen material del volimen material

variacion temporal de
la masa del volimen control

Flujo maésico entrante Flujo mésico saliente
— (1.63)

El término flujo es muy frecuentemente usado en referencia al transporte de masa, momento y
energia y significa una especie de caudal de alguna propiedad en la unidad de tiempo. Aplicando
el caudal masico, por tratarse en este caso del balance de masa, a cada cara del cubo elemental y
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PV ‘z—&—Az

1

: PUyly+ay
Az |

1

1

1

1

PU|e =T ¢ pvm‘x
SRR R

Z L7

A.Ty
AL *
puy|
yly |pvz|z

y

Balance de masa

asumiendo una variacién continua de las propiedades encontramos que:

0
a(pA$AyAz) =

= [~pvalatac + pvala]AyAz + [—pvylyray + poylylAzdz + [—puzlaiaz + pval]AzAy

caudal maésico a través de la  caudal mésico a través de la  caudal mésico a través de la
superficie orientada segiin x  superficie orientada segin y  superficie orientada segin z
(1.64)
Dividiendo por el volimen del cubo y tomando limites cuando las dimensiones tienden a cero
arribamos a una expresién idéntica a (1.58) . Como vemos en lo anterior solo hemos usado un concepto
de balance de flujos a través de la superficie con términos de incremento de la propiedad en el voliimen
considerando a éste fijo en el espacio por lo que aparece la derivada temporal parcial.
Lineas de corriente, lineas de camino, trazas y funcién de corriente
Este importante tema perteneciente a la cinematica de fluidos por razones de espacio y por no
estar dentro de los objetivos del curso serd dejado al lector para su estudio. En general la mayoria
de los libros introductorios de mecénica de fluidos lo tratan en forma extensiva. Sugerimos a aquellos
interesados en el tema los libros de Whitaker [Wi], Batchelor [Ba] y White [Wh] entre otros. Por
razones de completitud de las presentes notas en un futuro estd previsto incluirlo al tema en esta
seccion.
Fuerzas de superficie en un fluido
Volvamos por un momento a la expresion del principio de conservaciéon de la cantidad de movi-
miento lineal , ecuacién (1.6),
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D
— pvdV = / pgdV + / t(n)dA ((1.6))
Dt Jy,,@) Vi (1) A (t)
variacién temporal de } fuerzas de masa fuerzas d;rsuperﬁcie
la cantidad de movimiento

En la seccion anterior hemos tratado la cinemética de los fluidos en el caso general, o sea el miembro
izquierdo de la ecuacién (1.6) y hemos hecho una mencién aparte dentro de esta al caso especial de
la estatica de los fluidos. Nosotros ahora volcamos nuestra atencién al miembro derecho, o sea a las
causas del movimiento y en especial al término de las fuerzas de superficie ya que las fuerzas de cuerpo
o de masa en general no presentan mayor dificultad.

Vector tensién y tensor de tensiones

A continuacién trataremos al vector tensién a pesar de que ya lo hemos presentado cuando trata-
mos el caso particular de la estatica de los fluidos o el caso simple de flujo desarrollado en un tubo
(movimiento unidimensional). Como antes consideramos la hipédtesis del continuo, o sea asumimos que
el vector tensién varia en forma continua con las variables independientes del problema, al igual que
las otras variables incluidas en el problema. No obstante en el caso del vector tensién también debemos
agregar que varia en forma suave o continua con la orientacién en la cual esta calculado, n. Sin entrar
en detalles acerca de la prueba de esto [Wi] establecemos las siguientes hipétesis:

1. 1.- el vector tensién actuando sobre lados opuestos de la misma superficie en un dado punto es
igual en magnitud y opuesto en direccion, ty) = —t(y).

2. 2.- el vector tensién puede escribirse en términos del tensor de tensiones del cual proviene como
tmy=n-T.

3. 3.- el tensor de tensiones es simétrico, o sea Tj; = T};

El primer punto se demuestra planteando el principio de conservacién de la cantidad de movimiento
lineal , el teorema del valor medio y un procedimiento de ir al limite cuando la longitud caracteristica
tiende a cero. El segundo punto requiere plantear el equilibrio de un volimen tetraédrico sobre el cual el
vector tensién actuando sobre un plano puede descomponerse o formarse segin aquellos pertenecientes
a los otros tres planos orientados segun los ejes cartesianos. Los tres vectores tension actuando sobre
los tres planos cartesianos son:

Fuerza por unidad de area actuando en una

t(i) =iT,, +ijy + KT, . . ,
superficie con normal orientada segin x

) . Fuerza por unidad de area actuando en una
t) = iTye + 3Ty + KTy : . . (1.65)
superficie con normal orientada segin y

. ) Fuerza por unidad de area actuando en una
t(k) =il,; —l—Jsz + kT, . . ,
superficie con normal orientada segin z

siendo el vector tension expresado segin estos tres vectores tension:
t(n) = [(n . i)t(i) + (n- j)t(j) + (n- k)t(k):|

(1.66)
t =D~ [it(i) + it + kt(k)}
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con lo cual se alcanza el resultado esperado
t(n) =n-T (167)

donde el tensor de tensiones estd compuesto de términos it ;) que no representan ni un producto escalar
ni uno vectorial, este producto es a menudo llamado producto diddico, base del algebra tensorial.
Entonces surge que el vector tensién (tensor de primer orden) es la contraccién del tensor de tensiones
(tensor de segundo orden) en la direccién normal. Este resultado no es tan obvio para aquellos no
familiarizados con el algebra tensorial y se recomienda volcar la atencién a este tema para aquellos
que pretender lograr un mejor entendimientos de las ecuaciones de movimiento que mas adelante se
definen. En restimen, el tensor de tensiones en tres dimensiones expresado por simplicidad segin las
coordenadas cartesianas es:

Las nueve componentes escalares en (1.65) representan o caracterizan al tensor de tensiones, que
en notacién matricial puede escribirse como:

Tx:c chy Ta:z
T= T Ty Ty (1.68)
Tza: sz Tzz

El primer indice representa la orientacion del plano sobre el cual la tension actida mientras que el
segundo indice esta relacionada con la direccién en la cual la tensién esta actuando.
En notacién indicial (1.67) puede escribirse como:

tnyi = ngTji (1.69)

La forma de arribar al tercer punto, la simetria del tensor, es mediante el principio de conservacién
del momento de la cantidad de movimiento lineal aplicado a un volimen diferencial. Esta simetria a
su vez conduce al siguiente resultado:

n-T=T:-n (1.70)

Ecuaciones de movimiento expresada segun el tensor de tensiones

El objetivo es plantear las ecuaciones de movimiento en término del tensor de tensiones siendo
esta forma una herramienta muy 1util para plantear un analisis macroscopico global de la mecéanica
de los fluidos o incluso como paso previo a la formulacién diferencial del problema permitiendo cerrar
el andlisis mediante la introduccion de las ecuaciones constitutivas del material, siendo esta forma
bastante general. Comenzamos planteando el principio de conservacion de la cantidad de movimiento
lineal ,

D

Di pvdV = pgdV + / t(n)dA (1.71)
Vi (t) Vi (t) A (t)

La idea es encontrar la formulacién diferencial al problema tal como hicimos previamente al tratar
la conservacion de la masa. Alli usamos el teorema de la divergencia sobre un integrando formado por
el producto escalar del vector velocidad con la normal. Aqui la dificultad estd en que el integrando
tiene al vector tensién y ain no presentamos como aplicar el teorema de la divergencia a un integrando

vectorial que no puede ser considerado constante. Para salvar esta dificultad Whitaker multiplica la
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anterior ecuacién escalarmente por un vector constante b y por ser constante puede ser introducida
sin dificultad dentro del simbolo diferencial:

D pv -bdV =

= t(n) - bdA 1.72
Dt Jy, _ (n) (1.72)

pg - bdV + /
A (t)

y mediante el teorema del transporte de Reynolds y algunas manipulaciones algrebraica simples
llegamos a:

D
/ p—(v-b)dV = pg - bdV + / n- (T b)dA (1.73)
Vn(t) Dt Vin(t) A (t)

como (T -b) es un vector se puede aplicar el teorema de la divergencia tal como lo vimos anterior-
mente y obtener

/ {pg(v-b)—pg~b—v-(T~b)}dV:0 (1.74)
Vi (t) Dt

Otra vez, al ser los limites de integracion arbitrarios podemos removerlos y el integrando se satisface
en todo punto del dominio. La eliminacién del vector constante b es trivial en los dos primeros términos.
En cuanto al tercero una forma de resolverlo es recurrir o a la notacién indicial o sino a la definiciéon
matricial del tensor (1.68)

o o 8 sz Txy T:cz bz
% (T : b) = (% By &) Tye Tyy Ty by
0 o s Tow Toy Tiw by (1.75)
= (% Dy &) Tye Tyy Ty by | =

de esta forma surge que la integral de superficie del vector tensién se transforma en la integral de
voliimen de la divergencia del tensor de tensiones, una generalizacién del teorema de la divergencia.
Por lo tanto la ecuacién de movimiento (1.6) se transforma en:

p—vngJrV-T (1.76)
Dt

Entonces partiendo de la formulacion integral o macroscopica global arribamos a la formulacién
diferencial o macroscépica local del principio de conservacién de la cantidad de movimiento lineal .
Esta expresién tiene la ventaja que el miembro izquierdo es expresado en las variables dependientes
del problema mientras que el miembro derecho contienen los flujos de estas variables o su cantidades
duales. Incorporando las ecuaciones constitutivas del material es como transformamos esta ecuacion
en otra equivalente pero expresada solo en las variables de estado.

Ecuaciones diferenciales de movimiento de un fluido

En la seccién anterior derivamos la ecuacién vectorial de movimiento expresada segin el tensor de
tensiones y junto al principio de conservacién de la masa forman un sistema de 4 ecuaciones en 3D
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con 9 incégnitas, las tres componentes del vector velocidad y los 6 coeficientes del tensor de tensiones
simétrico. Para salvar esta indeterminacion introducimos informacién adicional via las ecuaciones
constitutivas del material que relacionan las componentes del tensor de tensiones con la presién y los
gradientes del vector velocidad llegando finalmente a expresar las anteriores 4 ecuaciones en funcion
de las 4 incognitas, la presion y el vector velocidad.

v
dp
- . = 1.
N +V-(pv)=0 (1.77)

Tensor de tensiones viscoso

En la secciéon 2 hemos visto que en el caso de la estatica de fluidos no podian existir esfuerzos
cortantes y que los unicos esfuerzos que el fluido es capaz de resistir son aquellos normales. Habimos
mencionado que estos eran isotrépicos y que en definitiva estaban caracterizados por la presion:

t(n) =n-T= —np (178)

Analizando la anterior vemos que para el caso de un fluido en reposo el tensor de tensiones se
reduce a un escalar, en realidad asumiendo que la isotropia se manifiesta mediante un tensor multiplo
de la identidad podemos extender lo anterior diciendo que T = —pl. En general podemos dividir al
tensor de tensiones en dos partes, una isotrépica como la anterior y una no isotrépica, denominada
muchas veces deviatorica y que corresponde al tensor viscoso,

T=-pl+T1 (1.79)

siendo T = 0 para el caso particular de la estatica de fluidos. Ya que T e I son simétricos, entonces 7
es simétrico y dado que el término isotrépico es un tensor diagonal, entonces se satisface que:

Tij = 7ij Vi j (1.80)
Reemplazando en las 4 ecuaciones arriba planteadas (1.76,1.58) se obtiene:

ov
p(E—Fv-Vv)——Vp—I—pg%—V-T (1.81)

donde solo se requiere establecer ecuaciones para las componentes del tensor viscoso en término de las
velocidades o mas generalmente en términos del tensor velocidad de deformacién d. Si suponemos que
el material se comporta como un fluido newtoniano entonces es muy habitual usar la siguiente ley:

2
T =2ud + [(k — gu)v -v]I

2 Ov
Tij = 2pdij + (k= 3 )(Tm’z)]@“

(1.82)

expresada en notacién de Gibbs e indicial y en término de dos coeficientes de viscosidad, p y k.
En pos de poder entender mejor la forma en la que surgen las ecuaciones constitutivas es necesario
introducir varios conceptos relacionados con la deformacién y la velocidad de deformacién de un
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fluido. No obstante esto es dejado para futuras versiones de estas notas debido a lo extenso del
andlisis, aquellos interesados pueden consultar la bibliografia basica del tema [Wi],[Ba]. Por el momento
nuestro andlisis lo enfocamos hacia derivar las ecuaciones diferenciales de movimiento que serdn la que
posteriormente resolveremos via métodos numéricos. Para ello nos conformamos con la definicion
de alguna ley constitutiva. Ya que por lo general siempre se comienza por los casos mas simples o
mas observados experimentalmente recurrimos a la hipdtesis newtoniana, con la definicién (1.82), que
reemplazada en (1.81) nos da:

p(al+v-Vv) =-Vp+pg+V- [Q,ud—i—(fe—g,u)v-vl}

ot (1.83)
d = 1(Vv + VTv)

donde VT'v es el gradiente del vector velocidad traspuesto, un tensor de segundo orden.
Casos particulares como el de flujo incompresible donde la ecuacién de continuidad segin (1.60)
equivale a V - v = 0 simplifica la anterior a:

0
p(%—i—v-Vv) = —Vp+pg+ V- |u(Vv+Viv) (1.84)
Si la viscosidad fuera constante sale fuera del simbolo divergencia y entonces la anterior se simplifica
a:
ov 9
p(a +V-VV) = —-Vp+pg+ puVv (1.85)

Formulacién vorticidad-funcién de corriente
Definimos la vorticidad como:

w=VAV (1.86)

Si tomamos la ecuacién de conservacién del momento lineal para el caso incompresible a viscosidad
constante y si le aplicamos el rotor a la misma obtenemos

0 1
VA {(—V—FV-VV) :g+——Vp+VV2v}
ot p (1.87)
D
T)c: —w - Vv+VAg+rViw

donde V Ag representa el rotor del campo de fuerzas de volimen en general, ya sea fuerzas gravitatorias
como de flotacion térmica o electromagnéticas, etc. El término w - Vv representa matematicamente un
término fuente proporcional a la vorticidad y fisicamente estd asociado a la deformacién por contraccion
o elongacién del volimen material. Como se alcanza a ver en el caso bidimensional este término no
existe porque la vorticidad es un vector orientado en la direccién normal al plano del movimiento y
el producto escalar con ella es nulo. Solo existe en el escurrimiento 3D. En el caso 2D la vorticidad
puede tratarse como un escalar ya que su orientacién permanecerd fija y apuntando en la normal al
plano del movimiento. Si consideramos ausencia de fuerzas de volimen la anterior se simplifica a:
Dw
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Introduciendo la definiciéon de funcién de corriente,

L0
=
1.89
T (1.89)
Oz
y reemplazandola en la definicién de la vorticidad llegamos a
0% 0%
DT 1.
92 + e w (1.90)
Resumiendo la formulacién vorticidad-funcién de corriente en 2D se puede escribir como:
0%y 0%
o T T v
oxz* ~ y (1.91)
ow

donde
ol
v = (_8?)) (1.92)

El planteamiento de las condiciones de contorno en esta formulacién merece un tratamiento cui-
dadoso y algunos detalles de los mismos se incluyen en el capitulo de las aplicaciones.

Flujo compresible

Hasta el momento hemos hecho bastante hincapié en el caso de flujo incompresible en el cual
asumimos que la densidad es constante. En esta seccion trataremos de extender el tratamiento para
incluir algunos conceptos introductorios acerca del flujo compresible. En el caso compresible la densidad
aparece como una incognita a resolver y en general a partir de argumentos termodinamicos esta ligada
a otras variables, por ejemplo a la presion y temperatura a través de la ecuacién de estado.

p = constante INCOMPRESIBLE

1.93
p=p(p,7T) COMPRESIBLE (1.93)

Con todo esto es posible cerrar el sistema. Al respecto presentaremos la ecuacién de conservacién de
energia que debe ser acoplada al resto de las ecuaciones de conservacion para luego hacer algunos
comentarios acerca de la entropia.

Conservacion de la energia

El postulado fundamental de la conservacion de la energia establece:

D
— ple + || v|*)dV = / pg - vdV + / t(n) - VA — q-ndA (1.94)
Dt Jy,.t) Vin (1) Am(t) Am(t)

donde el término a la izquierda representa la variacion temporal de la energia interna y la cinética
dentro del volimen material o cuerpo, el primer término de la derecha y el segundo representan trabajos
por unidad de tiempo de las fuerzas de gravedad y las de superficie, mientras que el tercer término
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contiene el calor intercambiado. De alguna forma esta versién integral equivale al primer principio de
la termodindmica aplicado a sistemas cerrados que en general se expresa en forma diferencial o en
diferencias:

AU+ KE+PE)=Q—-W' (1.95)

Usando la igualdad derivada anteriormente (forma especial del teorema del transporte de Reynolds)

(1.62)

D

Ds
— psdV = / p—dV 1.96

y expresando el vector tensién como la contraccién del tensor de tensiones en la direccién normal
llegamos a:

D 2
p—(e+ 1| v dV:/
[ epitermivima= [

m

pg-vdV+/ (n-T) -vdA— q-ndA (1.97)
Am(t) Am(t)

y aplicando el teorema de la divergencia sobre las dos integrales de area para llevarlas a formas
equivalentes sobre integrales de volimen lo anterior se puede escribir como:

D

pp(et bl v IP) = pg vV (Tv)~ Vg (1.98)
y si expresamos las fuerzas gravitatorias como conservativas y provenientes del gradiente de un po-
tencial (V¢), podemos simplificar lo anterior a:

D

ppilet Rl VI +¢)=V-(T-v)-V-q (1.99)
donde hemos agrupado la energia interna, la cinética y la potencial en el miembro izquierdo y si
aplicamos el balance de masa se llega a:

2 (ole 161V I2+6)) =V (T-v) -V -q (1.100)

En general es comin a partir de esta expresion plantear el balance en un voliimen de control arbitrario
que se mueve a una velocidad distinta a la del fluido y de esta forma obtener el balance macroscépico
global. También es habitual extender lo anterior al caso de sistemas abiertos donde es usual definir la
entalpia y plantear el balance en términos de esta funcién.

Ecuacién de la energia térmica

Una forma de poner la anterior expresién en términos de la energia térmica es remover de (1.97) la
ecuacion correspondiente al balance de energia mecéanica. Este se puede hallar tomando las ecuaciones
de movimiento y multiplicarla escalarmente por la velocidad,

Dip|lv P _ _
Dt revEv (VT = (1.101)
=pg-v+V-(T-v)—Vv:T
Restando de (1.95) hallamos
De
/ p—dV = / Vv :TdA — q-ndA (1.102)
V() Dt A (t) A (t)
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Separando T' = —pI+ 7 en su componente normal y en la deviatérica y pasando a la versién diferencia
mediante el teorema de la divergencia encontramos :
De
—=—-pV.-v4+P-V.q (1.103)
Dt
® representa la disipacion viscosa que aumenta la energia interna y por ende la temperatura.
Ecuacion de la entropia
Partiendo de las funciones caracteristicas de la termodindmica encontramos la relacién entre energia

interna, entropia y densidad,
e=ce(s,p) (1.104)

Tomando la derivada material y multiplicando por la densidad

oo =#(50), 50+ (5). 51 -

_ D5 pD 0
"Dt pDt
y escribiendo la ecuacion de continuidad en la forma
Dp
-r v = 1.1
Di +pV-v=0 (1.106)
y usando la igualdad (1.97) llegamos a
D D
P =Ty 1YY
t t (1.107)
Ds _ l(—V + @)
Dt T T 4
Haciendo el proceso inverso, desde la formulacién diferencial llegar a la integral implica en este caso
obtener: D 9T
q-n —q-
— psdV = —/ ——dA +/ (—— + =)dV (1.108)
Dt Jy,, ) An) T oy 1% T

De este balance integral de la entropia surge que si un proceso es isentrépico entonces la entropia del
volimen material o cuerpo debe permanecer constante y esta condicién se cumple si:

1. 1.- q-n = 0 sobre la superficie, o sea es adiabdtico,
2. 2.- VT = 0 sobre el sistema, proceso reversible,

3. 2.- & = 0 sobre el sistema, efectos de friccién despreciables.

1.3. TP.I.- Trabajo Practico #1

1. Demostrar que para un fluido en reposo (estética de fluidos) el tensor de tensiones es isotropi-
co.Ayuda: Considere un tetraedro diferencial sumergido en un fluido en reposo.
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Abierto a la atmosfera L
7=,

Tanque de presion z=h,

| z=h,

/ Z =

o /

P1
z=0

Manémetro

2. Dado el manémetro de la figura encuentre la expresion que relaciona la presion relativa del
interior del tanque respecto a la atmosférica en funcion de las alturas de las columnas usando el
principio de conservacién de la cantidad de movimiento lineal .

3. Calcule la fuerza y el torque aplicado sobre la placa plana de la siguiente figura:

\ b dF(] == ﬁopo dA

Fuerza sobre un cuerpo plano sumergido

4. Calcule la fuerza a la que se halla sometida una esfera sumergida sobre la que actia un desnivel
como el de la siguiente figura:

5. Deduzca la expresién de un flujo Couette plano laminar y calcule: (a) la velocidad méxima

y la velocidad promedio en la seccién transversal al flujo

(b) el caudal en funcién de la caida de presién
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2z = L.
R R R 2
<
=
2 = L S o S S S E g
g . Densidad = p» b
% Densidad = py §
&% %,
&% %,
&% %,
o e Y 2
&% %,
< 2
g Esfera de radio pqg %
&% %,
P adherida a una lamina delgada b
& o[ =
& o[ =
& o[ =
& o[ =
<
L—0 &XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX%_ R R AR AR AR AR AR

Fuerza sobre un cuerpo curvo sumergido

6. Deduzca la expresion de un flujo Couette plano laminar pero ahora utilizando una ley de visco-
sidad no newtoniana. Para ello tome aquella del modelo de fluido de ley de potencia:

B dvg 1 dvg
Tyr = /‘0| dy ’ dy
y considere: (a) el caso de un fluido pseudopléstico (n < 1)

(b) el caso de un fluido dilatante (n > 1)

7. Deduzca la expresion de un flujo Couette laminar para un escurrimiento longitudinal a lo largo
de un tubo anular donde el radio interior es r; y el exterior es ro.

8. Repita el Ej 7 pero utilizando un fluido no newtoniano con una ley como la presentada en el €]
6 y calculo la relacién entre el caudal y la caida de presion.

9. Partiendo de la definicién vectorial del teorema de la divergencia demostrar la versién escalar
del mismo.Ayuda: Un campo escalar puede ser definido por uno vectorial con una orientacion
fija del campo.

10. Aplique el teorema de la divergencia a la expresién del principio de conseracién de cantidad de
movimiento lineal (1.6) para el caso de estética de los fluidos para obtener la expresién diferencial
(1.8).

11. A partir del teorema del transporte de Reynolds (1.52) aplicado a una funcién escalar del tipo
S = ps hallar la forma especial del teorema expresado por (1.62). Ayuda: utilice el principio de
conservacion de la masa para alcanzar el resultado

12. Probar que si w es independiente de las coordenadas espaciales, entonces
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4 SdV = / ﬁdv
dt Va(t) Va(t) dt

13. Si la velocidad de un fluido viene dada por:

v = upe”Y[ibz + jey?]

obtener una expresion para la derivada material de la velocidad %;’ en término de los coeficientes
a,b,cy ug.
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Capitulo 2

Niveles dinamicos de aproximacion

2.0.1. Introduccion
= las ecuaciones de Navier-Stokes
= la dependencia de la viscosidad y la conductividad térmica con otras variables
= leyes constitutivas

describen completamente el fenémeno fluidodindamico en régimen laminar.

No obstante en casi todas las situaciones reales en la naturaleza y en la tecnologia existe una
particular forma de inestabilidad conocida con el nombre de turbulencia. Esta ocurre cuando en ciertas
situaciones un nimero adimensional llamado nimero de Reynolds, definido por Re = pUcparL/ 11,
alcanza o supera determinado valor que depende del problema en particular. L representa una longitud
caracteristica y Ucpqr una velocidad caracteristica. Este fendomeno se caracteriza por la presencia de
fluctuaciones estadisticas en todas las variables del flujo que se agregan a los valores medios, llegando
en algunos casos a alcanzar valores de hasta el 10 % del promedio.

Dado que la escala que imponen los fenémenos turbulentos estan fuera de los alcances de los
recursos computacionales actuales, es la tarea de estos tiempos tratar de resolver las ecuaciones de
Navier-Stokes en su version promediada y suplementada por alguna descripcién externa de las tensiones
de Reynolds. Esta informacion es suministrada por los modelos de turbulencia, cubriendo ellos un rango
muy amplio, desde los méas simples basados en definir una longitud de mezcla y una viscosidad para
los eddies hasta aquellos que plantean un balance para el transporte de cantidades como la energia
cinética turbulenta y la disipacion, modelo denominado k& — €, o formas més complicadas de calcular
las componentes del tensor de Reynolds. A continuaciéon presentamos en forma resumida cuales serfan
los distintos niveles de aproximacion que se pueden plantear sobre la base de los efectos dindmicos
presentes.

s Navier-Stokes tridimensional laminar
= Navier-Stokes tridimensional turbulento

» En el caso de no existir extensas regiones viscosas podemos plantearnos Thin shear layer (TSL).
Esta aproximacién desprecia los fenémenos de difusién molecular y turbulenta en la direccion
de transporte reduciendo el nimero de términos de tensién viscosa a calcular.
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Seccion 2.1. Las ecuaciones de Navier-Stokes

= Navier-Stokes parabolizado: En esta aproximacion el caracter eliptico de las ecuaciones es
responsabilidad de la presién mientras que el resto de las variables se parabolizan, reduciendo
los fenémenos de difusién a la direccion transversal.

s Capa limite Para altos Re podemos introducir una suerte de separacién de los efectos viscosos
e inviscidos, desacoplando la presion de los efectos viscosos y confinando éstos a una region
cercana a los cuerpos mientras que lejos el flujo se comporta como inviscido.

» Aproximacién inviscida (ecuaciones de Euler). Aqui despreciamos todos los efectos visco-
sos y nos acercamos a los cuerpos tanto como el espesor de la capa limite, no resolviendo lo que
sucede dentro de ellas.

s Modelo de pérdidas distribuidas Es un modelo usado en problemas de flujo interno, en
especial en turboméquinas. Se ubica en un nivel intermedio entre los modelos total o parcialmente
viscosos y aquellos puramente inviscidos. Debido a la existencia de filas de dlabes las capas limites
y las estelas que deja una fila de ellas se mezclan y son vista por la siguiente como una fuerza
de friccién distribuida.

= Modelo de flujo potencial Este estd asociado a flujo irrotacional y por su caracter isoentrépi-
co presenta problemas de unicidad cuando aparecen discontinuidades debiendo imponerse las
condiciones de Rankine-Hugoniot para evitarlas.

2.1. Las ecuaciones de Navier-Stokes

g (" . pU B 0
|\ PU TV | preirpl =T | = pfe (2.1)
pE pUH —7 -7 —kVT Wy +qu

donde Wy = pf.-v. Estas forman un sistema de 5 ecuaciones en el caso 3D expresado aqui en variables
conservativas U definidas como:

p
p pU

U= |pv ]| =] pv (2.2)
pE pw
pE

No debe confundirse lo que se llama una forma conservativa de lo que son las variables conservativas.
La matriz de los vectores flujos F' tiene dimensién (5 x 3)

F = prRU+pl —T (2.3)

y puede dividirse en tres vectores columnas (f, g, h) de 5 componentes cada uno.

((docver curso-cfd-0.0.2-15-gb72220a ’clean) (docdate Sun Sep 30 12:31:24 2007 -0300) (proc-date Sun Sep 30 12:33:23 2007 -0300)) 41



CAPITULO 2. NIVELES DINAMICOS DE APROXIMACION
Seccion 2.1. Las ecuaciones de Navier-Stokes

El lado derecho contiene los términos fuentes, @), un vector de (5 x 1)

O—»
Q= pfe (2.4)
Wy +qu

De esta forma podemos arribar a una forma condensada de las ecuaciones que suele ser muy util en
ciertas situaciones

U o =
StV F=0Q (2.5)

que expresada en sus tres coordenadas cartesianas da lugar a

ou of 0g  Oh
—+—£+—g+—z:Q (2.6)

Las ecuaciones de Navier-Stokes deben ser suplementadas por leyes constitutivas y por la definicion
del tensor de tensiones viscosas en funcién de otras variables del flujo. Consideraremos las hipdtesis
Newtonianas ya vistas. Las leyes termodindmicas definen la relacién entre la energia o la entalpia y
otras variables termodinamicas, tales como la temperatura, la densidad o la presion.

e=ce(p,T) 0 h=nh(p,T) (2.7)

Ademsds deben especificarse leyes de dependencia de la viscosidad y la conductividad térmica con otras
variables del flujo como la temperatura o eventualmente la presiéon. En particular es muy usual en
gases expresar la dependencia de la viscosidad con la temperatura a partir de la ley de Sutherland

3/2
o= %10—6, [T Kelvin (2.8)
Para la conductividad térmica puede plantearse algo similar conociendo la relacién que vincula C, =
Cp(T). En el caso de liquidos k es asumida como constante.

Muchas veces se usa la hip6tesis de gases perfectos que plantea una expresién particular de (2.7),
como e = C,T y una relacién para las tres variables termodinamicas a través de la ecuacién de estado
de los gases

p= pRgasT

donde Ry, es la constante universal de los gases.

2.1.1. Modelo de fluido incompresible

Las ecuaciones de Navier-Stokes se simplifican considerablemente para el caso de fluidos incom-
presibles para el cual se asume que la densidad permanece invariable tanto en la coordenada espacial
como en el tiempo. Si ademas el flujo permanece isotérmico esto separa la ecuacién de energia del resto
y el sistema se reduce en una ecuacion. En el caso de flujos que involucren variaciones de temperatura
el acoplamiento entre la temperatura y el movimiento ocurre a través de :

= variacién de la viscosidad con T
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= variacién de la conductividad con T
= fuerzas de flotacién

s fuentes de calor de origen mecanico, quimico o eléctrico

entre otras.
En el caso incompresible la ecuacién de masa se transforma en:

—

V.7=0 (2.9)

que aparece como una especie de restriccién a la ecuacion del movimiento que en forma no conser-
vativa se puede escribir como:

- 1= S
— 4+ (WU-V)U=—=Vp+VvAi+ f. (2.10)
p
La ecuacién de vorticidad de Helmholtz, presentada previamente, se transforma en
Yo o o - -1 o 4o
f+(17-V)C:(C-V)QT—FVpr;—FVAC—FVXfe (2.11)

Para flujos donde la densidad no se estratifica el término en presion desaparece de las ecuaciones y el
primer término del lado derecho se anula si el flujo es plano.

El caso incompresible presenta una situacién muy particular, una de las 5 incégnitas, la presién, no
tiene una forma dependiente del tiempo debido al cardcter no evolutivo de la ecuacién de continuidad.
Esto redunda en una dificultad numérica que ha dado y continua dando lugar a muchas especulaciones.

Una ecuacién para la presién puede obtenerse tomando la divergencia de las ecuaciones de momento
y asumiendo un campo de velocidades solenoidal , conduce a:

1 - . S o
A==V (@ V)iV, (2.12)

que puede ser considerada como una ecuacion de Poisson para la presiéon cuando el campo de velo-
cidades es especificado. El término derecho contiene solo derivadas de primer 6rden para la velocidad.

2.1.2. Las ecuaciones de Navier-Stokes promediadas

El proceso de promediacion en el tiempo para un flujo turbulento se introduce para alcanzar las
leyes de movimiento para las cantidades medias. La promediacién temporal se define de forma de
remover la influencia de las fluctuaciones turbulentas sin destruir la dependencia temporal con otros
fenédmenos no estacionarios con escala de tiempo diferente a aquellas asociadas con la turbulencia.

La promediacion se define como:

A=A+ A

_ L [T/ (2.13)
A7, 1) = / A& t+7)dr
T J_ 7/
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donde T se define como un tiempo suficientemente largo comparado con la escala de sucesos de la
turbulencia pero pequeno comparado a la escala temporal del problema no estacionario. En flujos
compresibles este proceso de promediacién conduce a productos de fluctuaciones entre cantidades
como la densidad y otras variables como la velocidad y la energia interna. Para evitarlas se recurre a
un promedio pesado con la densidad.

i-rA
7
A:A—{—A// (2.14)
PA7 = 0

De esta forma se remueven todos los productos necesarios de las fluctuaciones de la densidad con las
fluctuaciones de las otras variables. Por ejemplo, la ecuacién de continuidad se transforma en

0. = =
Aplicada a las ecuaciones de momento llegamos a:
9, .~ = 5 5, 5 =v =R
a(pv)—kV-(pv@v%—pI—T —7)=0 (2.16)

donde las tensiones de Reynolds se definen como:

e (2.17)

y se agregan a las tensiones viscosas promediadas 7 .
En coordenadas cartesianas tenemos que
! (2.18)

R _
Tij = —PU Y

La relacién entre las tensiones de Reynolds y las variables debe ser especificada en forma externa y
se realiza a través de modelos que contienen una dosis de especulacién teérica combinada con evidencias
experimentales.

2.1.3. Aproximacién ”Thin shear layer” (TSL)

A elevados numeros de Reynolds las capas de corte proximas a las paredes y las que se producen
en las estelas seran de un tamano limitado y si la extensién de las zonas viscosas permanece limitada
durante la evolucion del flujo entonces la influencia dominantes de estas capas estara dada por los
gradientes en la direccién transversal a la corriente fluida. Entonces, la aproximacién ”Thin shear
layers” consiste en despreciar las derivadas en las direcciones de la superficie que delimitan estas capas
de corte y considerar solo las derivadas en la direccién normal a ellas. Esta aproximacion se sustenta
atin més si hechamos un vistazo a las mallas discretas que se confeccionan para flujos con Re > 10%
que son muy densas en la direccion normal a los cuerpos y son muy gruesas en el plano tangente al
cuerpo, alcanzandose muy baja precision en las direcciones contenidas en el plano tangente.

La forma condensada de las ecuaciones de Navier-Stokes (2.5) permanecen inalteradas pero el
vector flujos F se simplifica por el hecho que
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— () (2.19)

Entonces si tomamos los flujos en cada una de las tres direcciones locales (tangente, normal y
binormal) vemos que

pU
pu? +p
f=1 pw
pUW
puH
pU
PUV
g=|p®+p (2.20)
pUW
pvH

pw 0
puw L
h = PUW + — U
pw? +p —5H
pwH —p(uft + v + qwde) — k4-

Como vemos esta aproximacién asume flujo inviscido para las direcciones del plano tangente y flujo
viscoso sélo en la direccién normal. A diferencia de la aproximacién de capa limite, TSL no asume que
la presién sea constante dentro de la capa limite, con lo cual representa una aproximacién tipo capa
limite de mayor 6rden.

2.1.4. Aproximacién Navier-Stokes parabolizada

Esta aproximacién se basa sobre consideraciones similares a TSL pero se aplica solamente al
caso estacionario. Esta aproximacién va dirigida hacia aquellas situaciones donde existe una direccion
predominante como seria el caso de flujo en canales. Ademads se supone que las regiones viscosas cerca
de bordes sélidos son dominadas por gradientes en el plano normal y por lo tanto la difusién de
momento y energia en la direccion principal se desprecian. Esta aproximacion es solo valida mientras
no existan zonas con variaciones importantes tal como recirculaciones. Analizando la ecuacién de
momento en la direccién principal (asumimos la x) seria :

o ) B 9, du. 9, du
%(pu +p)+ @(puv)Jr&(puw) = ay(“ay)+ az(“’az) (2.21)

Esta ecuacién por haber perdido el término de derivada segunda segun la direccién x cambid de
tipo eliptico a parabdlico ya que segin ”"x” la derivada primera es la de mayor érden. Entonces la
variable ”x” puede ser vista como un pseudo tiempo y se resuelven problemas en 2D avanzando de a
capas en ”"x”. Similarmente la ecuacién de energia parabolizada se vuelve
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0 — o, 0 o, 0

opuH OpvH OpwH 0 _
puz orve | o 7).+

Ox oy 0z :Giy(?‘v)y+7

8—y( 8y) + &(k%) (2.22)

2.1.5. Aproximacién de capa limite

Fue un gran descubrimiento alcanzado por Prandtl quien reconocié que a altos Re las regiones
viscosas permanecen acotadas a una extensiéon 0 ( del 6rden de 6/L ~ y/v/UL para un cuerpo
de longitud L ) a lo largo de cuerpos sélidos o superficies inmersas o limitando el flujo. En estos
casos el calculo de la presién puede separarse de aquel del campo de velocidades. Comparando esta
aproximacion con la TSL se puede decir que aqui ademas de las suposiciones hechas con la TSL se
agrega aquella que la velocidad en la direcciéon normal a la superficie se desprecia por lo cual no se
produce caida de presién en esa direccién. De esta forma la presion en la capa limite se asume igual a
la externa p.(z,y) computada a partir de una aproximacién inviscida.

Si bien uno puede separar el cémputo de la zona o regién inviscida del de la capa limite existe
muchas situaciones donde existe interaccién entre ambas y deben resolverse en forma iterativa. Este
tipo de aproximacién cae dentro de lo que suele llamarse interaccion viscosa-inviscisa

2.2. Modelo de flujo inviscido

La configuracion de flujo més general para el caso no viscoso donde se desprecian los efectos de
conduccion del calor se describen mediante las ecuaciones de Euler, obtenidas a partir de las ecuaciones
de Navier-Stokes despreciando todos los términos de tensiones viscosas y los de conduccion del calor.
Esta aproximacién vale para flujos a elevados ntimero de Reynolds y fuera de las regiones donde
se concentran los efectos viscosos. Este modelo respecto al de Navier-Stokes introduce un cambio
importante en el conjunto de ecuaciones, el sistema de segundo 6rden se transforma en uno de primer
orden, modificando no solo la aproximacién fisica y numérica sino tambien la especificacion de las
condiciones de contorno. Las ecuaciones de Euler no estacionarias tienen una forma condensada similar
a aquella presentada en (2.5)
7+ﬁ.ﬁ:Q (2.23)
ot
para el caso de Navier-Stokes , con la modificacién puesta en la forma de definir el vector flujo F En
este caso los flujos se definen como

ou pv pw
qu +p puv puw
f= pUY gl pv®>+p pUW (2.24)
puw pow ,ow2 +p
puH pvH pwH

Una consideracion importante le cabe a la entropia. Ya que el modelo de Euler asume la no existencia
de conduccidén del calor ni de esfuerzos viscosos, si tomamos la ecuacion (2.6.f)

pT— = e, + V- (kVT) + qu (2.25)
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vemos que el segundo miembro es nulo, por lo cual ésta se reduce a:

L. 220

Tt

expresando que la entropia es constante a lo largo de las lineas de corriente. Por lo tanto las ecs.
de Euler describen flujos isentrépicos en ausencia de discontinuidades. No obstante la entropia puede
variar de una linea de corriente a otra y esto es visto por una forma especial atribuida a Crocco de
describir las ecuaciones de momento , cuando se la aplica al caso inviscido y estacionario en ausencia
de fuerzas externas. Esta se expresa como:

—#x{=TVs—VH (2.27)

Si por un momento asumimos un campo uniforme de entalpias vemos que la derivada normal de la
entropia (en el plano tangente no varfa) equivale a la componente normal en la terna de Frenet del
producto vectorial entre la velocidad y la vorticidad y que es equivalente al producto de la componente
binormal de la vorticidad con la velocidad normal, o sea

Js
wg =T (2.28)

Por lo tanto gradientes de entropia y vorticidad estan directamente vinculados. Las ecuaciones de Euler
también permiten discontinuidades en capas vorticosas, en ondas de choque o del tipo discontinuidades
de contacto, pero ellas deben obtenerse usando la forma integral del las ecuaciones ya que la forma
diferencial asume continuidad de la solucién.

2.2.1. Propiedades de las soluciones discontinuas

Si dentro de un volimen V existe una superficie ¥ que se mueve con una velocidad C' donde la
solucién presenta una discontinuidad debemos recurrir a la forma integral de las ecuaciones de Euler,
que en ausencia de términos fuentes se puede escribir como:

;/Udm]{ﬁ-dﬁ:o

(2.29)

dQ+/U dQ+j{F~dS:O
S

Ya que debemos seguir el movimiento de la superficie para poder estudiar su evolucién, debemos
aplicar el teorema del transporte de Reynolds sobre el término temporal, que dice:
Para cualquier funcién f(Z,t) tenemos que

/ Fd = / 9f + V- (£6))dn (2.30)
Entonces usando (2.30) con f =1y el teorema de la divergencia sobre (2.29) produce lo siguiente:

a—UdQ fUé-dsUrj[ﬁ-dg:o (2.31)
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Asumiendo que el volimen tiende a cero el término del flujo puede ponerse como:

limy{ﬁ-dgz/(ﬁgﬁl)-di:/ [F-1,)as (2.32)
S b b

V—0

donde d3 es la normal a la superficie de la discontinuidad ¥ y donde definimos el salto de una variable

que cruza una discontinuidad {A} como
p}:AQ—Al
Combinando (2.29) con (2.32) llegamos a
/(Fﬂ—éﬁqydi_o (2.33)
b

que conduce a la forma local de las leyes de conservaciéon sobre una discontinuidad, llamadas las
relaciones de Rankine-Hugoniot:

[ﬂ.ﬁ—GWYQ:O (2.34)
Si ¥(Z,t) = 0 define la superficie de discontinuidad, entonces

d _9¥ |

dt ot
y si definimos la normal a la superficie como

entonces, reemplazando en (2.34) obtenemos

Pﬂ-ﬁz+2§ﬁq:0 (2.35)

Distintas formas de discontinuidad
= shocks: todas las variables del flujo son discontinuas

» de contacto y capas vorticosas (”slip lines”):

e no ha transferencia de masa a través de ellas
e densidad y velocidad tangencial discontinuas

e presion y velocidad normal continuas

Si vemos las propiedades del sistema desde una terna que se mueve junto a la discontinuidad, las
relaciones de Rankine Hugoniot para las ecuaciones de Euler se transforman en:

fr-1) -
wM-L+M-L:0 (2.36)
pU fn[H} =0
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Discontinuidad de contacto Al no haber transporte de masa a través de ellas
Upl = Up2 =0

y de (2.36) surge que

y en general

Capas vorticosas (”Slip lines”)  Como antes
Up1 = Up2 =0

[p] I (2.37)

permitiendo saltos en la velocidad tangencial y en la densidad
o] #0 y u] #0

Ondas de choque Ellas permiten el transporte de masa a través y por lo tanto la velocidad normal y
la presién pueden ser discontinuas mientras que la velocidad tangencial permanece continua. Entonces

| #0
o) #0
[vn: £0
[vt: =0

(2.38)

La llamada condicién de entropia da la informacién necesaria para poder filtrar de todas las posibles
soluciones aquellas que no tengan sentido fisico. Esto estd fuera de los alcances de este curso. Del
mismo modo no sera tratado aquia el tema de la formulacién de flujo inviscido rotacional mediante la
representacion de Clebsch que permite una descripcion mas econdmica en término de computo pero
mas compleja en cuanto a su interpretacion.

2.3. Flujo potencial

Si a la hipétesis del flujo inviscido le agregamos la irrotacional lo cual matematicamente podemos
expresar como:

Ezﬁxﬁzo

el campo tridimensional de velocidades puede ser descripto por una tinica funcion escalar ¢, llamada
funcién potencial y definida por:
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U=V
lo cual reduce notoriamente el calculo. Si las condiciones iniciales son compatibles con un campo
de entropia uniforme, luego para flujos continuos la entropia serd constante en todo el dominio y las
ecuaciones de momento se transforman en

gt(%) +VH =0 (2.39)
o
0 B
It + H = Hj, constante

donde la constante Hj es la entalpia de todas las lineas de corriente. De esta forma la ecuacién
de energia ya no serd independiente del resto. La ecuacién para flujo potencial surge de la ecuacion
de continuidad tomando en cuenta la hipdtesis de flujo isoentréopico para poder expresar la densidad
como una funcién de la velocidad, o sea del gradiente del potencial.

En forma de conservacién tenemos

dp = SN
o TV (0Ve) =0 (2.40)

que junto con la relacién entre densidad y funcién potencial
p h 11 [( 9 3¢>
— =(— =|(Hy—v/2——)/h
o ( hA) 0= U /2= 5 )/ha
completan el modelo. pa y h 4 son valores de referencia para la densidad y la entalpia que a menudo
corresponden con las condiciones de estancamiento.
Caso estacionario

T/(H) 2.41)

V- (pVe) =0 (2.42)
y
p (V)2 \1/(r-1)
r= (1 T ) (2.43)

surgen como el modelo a resolver.

Algunos temas a agregar mas adelante son:
Flujo irrotacional con circulacion - condicién de Kutta-Joukowski
Limitaciones del modelo de flujo potencial para flujos transonicos
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2.3.1. Aproximacién de pequenas pertubaciones

En flujos estacionarios o no estacionarios alrededor de perfiles alares con un espesor mucho menor
que su cuerda se puede asumir que las velocidades en el plano normal son despreciables simplificando
ain més el modelo. Asi surge el modelo de pequenas perturbaciones que mateméticamente se escribe
como:

(1—N@J%m+@w+¢w=7%wﬁ+2@¢m) (2.44)

2.3.2. Flujo potencial linealizado

Si el flujo es incompresible hemos visto que la ecuaciéon de continuidad se expresa como

-

V-7=0 (2.45)
y por la hipétesis del modelo potencial v = ﬁqﬁ entonces (2.45) se transforma en
A¢p =0 (2.46)

la ecuacion de Laplace.

Otra forma de linealizar el problema es usando superposicién de flujos simples, como fuentes,
sumideros y vértices calibrando los coeficientes con que cada uno participa de forma de ajustar la
condicién de contorno de velocidad normal nula sobre cuerpos sélidos.

Los métodos basados en singularidad provienen de plantear el problema en forma integral, usar
ntcleos (“ kernels “) que representen la influencia espacial y resolver numéricamente. Estos métodos
son llamados singulares porque casualmente producen integrales singulares cuyo tratamiento no es
trivial y esta fuera del alcance del curso. Métodos como el de los paneles o el método de los elementos
de borde son los maximos representantes de ésta técnica.
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Capitulo 3

Naturaleza matematica de las

ecuaciones de la mecanica de fluidos

3.1. Introduccion

Para comenzar resumimos las varias aproximaciones vistas en el capitulo anterior de forma tal de

mostrar las ecuaciones que surgen de los modelos vistos.
En general las leyes de conservacion plantean una ecuacion del tipo

U o F-
5tV Q

que expresada en sus tres coordenadas cartesianas dan lugar a

ou of 0g  0Oh

Las ecuaciones de Navier-Stokes se pueden expresar en su forma general como

al” . PU: 0
| P TV pieTEpl =T | = pfe
pE pUH —7 -0 —kVT W+ qu

En el caso incompresible se transforman en

—

V-u7=0

g: +(7- V)7 = —;ﬁeruAUJrf;

(II.1.e)

(IT.1.f)

(I1.2.a)

(IT.2.b)

donde es muy comun desacoplar el problema en una solucién para la velocidad y otra para la presion.

Para esta ultima surge

=

1 . Lo
JAp ==V (V)i + V- fo

52

(I1.2.d)
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Seccioén 3.1. Introduccion

En la aproximacion ”Thin shear layer (I'SL)” hemos visto

pU
pu® +p
f=1 pu
pUW
puH

pU
PUV
g=|m*+p
pUW
pvH

pw 0
puw ~ng
h= PUW + —Iy,
pw? +p —5H%E

pwH —p(ult + 0P + Jwde) — k4L

(3.2)

mientras que en el caso parabolizado cambia solamente la ecuacién de momento segin la direccion

preferencial del flujo por otra del tipo

0, 5 0 0 0, Ou 0, Ou
%(ﬂu +p)+ 87/(0“”) + g(puw) = @(M@) + @(M&)

v la de energia por la siguiente

opuH  OpvH  OJpwH 0 — 0 — o, 0 o, 0
= 2 (F.-7 ~Z(F-T )+ —(k—
ox + oy + 0z 8y(T U)y+8z(T U)Z—I_@y( 8y)+6z( ﬁz)
En el modelo inviscido
pu pv pw
pu2 +p puv puw
f=1 puw g=|pv®+p h=1 pow
puw pLw pw2 +p
puH pvH pwH

y en flujo potencial tenemos el caso general

dp = SN
5 TV (PVe) =0

junto con la relacién entre densidad y funcién potencial

p% _ (h};)l/(’Y—l) _ [(HO _?/2 égb/m 1/(v-1)

v los casos de pequenas perturbaciones

(1= M2 )G+ by + B2 = (911 + 26260)
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o el caso linealizado con
Ap=0 (11.8.7)

Examinando las anteriores ecuaciones provenientes de los modelos fisicos asumiendo distintos niveles
de aproximacién dindmica podemos decir que todas se representan por un conjunto de ecuaciones a
derivadas parciales cuasi-lineales de primer o a lo sumo segundo érden.

Por lo visto al comienzo el modelo matematico refleja un balance entre flujos convectivos, difusivos
y diversas fuentes internas y externas que surgen a partir del modelo planteado por la fisica.

Los flujos difusivos aparecen con operadores de segundo 6rden como una consecuencia de la ley
generalizada de Fick, con una tendencia a suavizar gradientes.

Los flujos convectivos aparecen con operadores de primer érden y expresan el transporte de la
propiedad.

Por lo tanto la competencia entre ellos influenciard sobre la naturaleza matematica de las ecuacio-
nes, desde las ecuaciones elipticas, parabdlicas hasta las hiperbdlicas. Del mismo modo es la persona
que modela la que al introducir una aproximacién esté forzando sobre el tipo de ecuacién con que se
enfrentard.

Tomemos a modo de ejemplo de esto la componente x de la ecuacion de momento de las ecuaciones
de Navier-Stokes asumiendo flujo laminar e incompresible.

p% +p(0-V)u= _% + pAu (3.3)
Adimensionalizar estas ecuaciones es un modo de ver mejor aquello de la competencia. Para ello
tomemos una longitud de referencia L, un tiempo caracteristico 7', una escala de velocidades V y una
de presiones pV2. Reemplazando como es habitual en (4.1.1) surge

VT 0Ou - op 1
—p— v - =——+—A 3.4
L Par T VIu= g T Rt (3:4)
donde Re = % = % es el nimero de Reynolds y todas las variables, las independientes como las

dependientes, se expresan en la version adimensionalizada.
Para Re — 0, flujos fuertemente viscosos, denominados reptantes, el término convectivo y no lineal
es despreciable y surgen las ecuaciones de Stokes
2
Y Tp@ + Au = Re@ (3.5)
v 0t ox
Asumimos que el gradiente de presién estd fijado para poder reducir este caso ejemplificatorio al caso
de una ecuacién y no entar en las complejidades que presupone un sistema de ecuaciones con varias
incognitas. Asi como estan escritas son de naturaleza parabdlica debido a la existencia de un operador
de primer 6rden para una de las variables independientes, el tiempo, y uno de segundo érden para la
otra, la coordenada x. Si agregamos la hipotesis de flujo estacionario entonces desaparece el término
temporal y la ecuacién se transforma en eliptica (ec. de Poisson)
Si Re — oo y si nos ubicamos fuera de la capa limite, los términos viscosos tendrdan muy poca
influencia haciendo que el flujo sea dominado por los términos convectivos (ecs. de Euler).

ou _op
P ot Oz

+p(7-V)u = (3.6)
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Si reducimos el problema al caso unidimensional la anterior se vuelve

ou Ou  10p

que es una ecuacién hiperbdlica que describe un fenémeno de propagacién.

Es de gran importancia la distincién entre fenémenos de difusién (elipticos) y de propagacién
(hiperbdlicos), ya que en los primeros la informacién se propaga en todas direcciones mientras que en
los ultimos existe una direccién preferencial y la informacién se propaga solo a determinadas regiones.
Entre ambos existen las ecuaciones parabdlicas que amortiguan en el tiempo los efectos difusivos. Las
ecuaciones de Navier-Stokes son de caracter parabdlicas en el espacio y en el tiempo y cambian de
tipo al caso eliptico en el estado estacionario. De todas maneras es importante resaltar que la ecuacién
de continuidad al no contar con difusiéon es de cardcter hiperbdlico lo cual hace que, estrictamente
hablando, las ecuaciones de Navier-Stokes sean incompletamente parabdlicas.

3.2. Superficies caracteristicas. Soluciones del tipo ondas

Las ecuaciones a derivadas parciales que describen los niveles de aproximacién vistos en el capitulo
anterior son cuasi-lineales y a lo sumo de segundo 6rden. No obstante se sabe que en muchos casos existe
una forma no degenerada de llevar un sistema de segundo 6rden a otro de primer érden. Asumimos
que contamos con la transformacion necesaria y que tenemos entre manos un sistema cuasi-lineal
de primer 6rden. La clasificaciéon de las ecuaciones estd intimamente relacionada con el concepto
de caracteristicas, definida como hipersuperficies a lo largo de la cual ciertas propiedades del flujo
permanecen invariables o ciertas derivadas pueden volverse discontinuas.

Un sistema de ecuaciones a derivadas parciales de primer érden se dice hiperbdlico si su parte
homogénea admite solucién del tipo ondulatoria. Ya veremos que esto estd asociado con el hecho
que los autovalores del sistema son reales. Por otro lado si el sistema admite solucién del tipo ondas
amortiguadas (evanescentes) el sistema serd parabdlico y si no admite solucién del tipo ondulatorio
sera eliptico y dominado por difusién.

3.3. Ecuaciones diferenciales parciales de segundo 6rden

Sea el siguiente operador cuasi-lineal de segundo érden

82<Z> 82¢> 82(;5
— +2b——— + 92 = :
a 2 b 20y c 2 0 (3 8)

con a,b,c = f(x,y,d, Vo). Podemos escribirla como un sistema introduciendo las siguientes variables

o9 99
U= — ; v

0 oy y
o ou ; (3.9)
or Oy
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que en forma matricial se escribe como

(6 9)a () (205 ()=0 o

oU oU
Al 4 A2 =
ox + y 0

Si la solucién es expresable como una onda plana que se propaga en la direccién 72, ésta tendra la
forma
U = Ue! @) = el (neztnyy) (3.11)

con I =+/—1.

Reemplazando la solucién(4.2.3) en (4.2.2) y tomando la parte homogénea nos queda
(A'n, + A%n,)U =0 (3.12)
que admitird solucién no trivial solo si el determinante del sistema es nulo,
det|A'n, + A%n,| =0 (3.13)

O sea que las raices de

Ny Ny

2
a(—)* + 2b(
Ny Ny
nos daran la respuesta a si la solucién es expresable como una onda, o sea si es hiperbdlica o si se
trata de una onda pero amortiguada (parabdlica) o si no existe solucién real en cuyo caso es eliptica.

Resolviendo,

)+c=0 (3.14)

» b — ac > 0 dos soluciones reales, dos ondas (hiperbélico)
= b? — ac = 0 una tnica solucién (parabdlico)
» b2 — ac < 0 dos soluciones complejas conjugadas, (eliptico)

En lo anterior hemos asumido una solucién del tipo onda plana. Esto puede generalizarse a hiper-
superficies generales con una representacién no lineal de la onda. Esta consiste en definir una superficie
que funciona como frente de onda S(z,y) y la solucién se representa por una onda general del tipo

U = Uel¥@v) (3.15)

A partir de aqui la operatoria es la misma que en el caso de onda plana. Un sistema es hiperbdlico si
(4.2.7) es una solucién para valores reales de S(x,y)
Esto se logra calculando
det|AS, + A%S,| =0 (3.16)

donde S, Sy son las derivadas de la superficie respecto a las direcciones que caen sobre ella.
Las superficies S(z,y) que hacen el anterior determinante nulo son superficies caracteristicas con
una normal que apunta segun V.S.
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Ejemplo 1: Flujo potencial estacionario Llamemos ¢ a la velocidad del sonido. Si tomamos la ecuacién
del modelo de flujo potencial y trabajamos algebraicamente sobre la relacion entre densidad y funcién
potencial asumiendo transformaciones isoentrépicas llegamos a
0%¢ 170% 0 ,=
6ij — MiMj) ——— = = | == + = (V)? 3.17
(03 M) Oxidr; 2 LOt? + at( ?) ( )

que en el caso 2D estacionario se simplifica a

+ (=352 =0 (3.18)

2
u
a=1—-—
c2
UV
b= —— 3.19
. (3.19)
02
c=1——
c2
Entonces el discriminante b2 — 4ac se vuelve
2 2
b2—4ac:¥—1:M2—1
c

lo cual es negativo (eliptico) en el caso subsénico y positivo (hiperbélico) en el caso supersénico. En el
caso transénico el problema se transforma en parabdlico. Como vemos el problema potencial tiene una
naturaleza bastante variada dependiendo del régimen de velocidades que estemos resolviendo. Una
complicacién adicional a esto aparece por el hecho que en el caso transénico y supersénico pueden
aparecen discontinuidades como ondas de choque con un tratamiento numérico bien particular.

Ejemplo 2: La ecuacion potencial en pequenas perturbaciones Como hemos visto si la componente
transversal al flujo del vector velocidad es despreciable, la ecuacion potencial estacionaria se reduce a

&, 0% _

a2
(1=M )8x2+8y2

[e.9]

0 (3.20)
entonces las raices de la ecuacién (4.2.6) son
% — /M2 1
@
que definen las normales a las dos caracteristicas para flujos supersonicos. Estas se obtienen como

d
diy = +1/\/(MZ — 1) = +tanp
xr

Estas caracteristicas son idénticas a las lineas de Mach que se hallan a un angulo p respecto a la
direccién del vector velocidad, con
sinp =1/My
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3.4. Definicién general de superficie caracteristica

Sea un sistema de n ecuaciones diferenciales parciales de primer 6rden para las n incégnitas u', i =

1,...,n en el espacio m dimensional z*, k = 1,...,m incluyendo eventualmente la variable tiempo.
Escrita en forma de conservacién y usando la convencién de suma sobre indices repetidos tenemos
0
k . S
W Z:QZ k:l,...,m, 2—1,...,77, (321)

El analisis de las propiedades del sistema recae sobre la forma cuasi-lineal obtenida después de intro-
ducir las matrices jacobianas A* definidas por

OFF
k _ )
f=5 (3.22)
Por lo tanto el sistema (4.5.1) toma la forma cuasi-lineal
ow’
Z‘aTl:k:Qi, k=1,....m; i=1,....n (3.23)

que en forma condensada se escribe como

U

A
ozF

=Q, k=1,....m
donde el vector columna U es de (n x 1) y contiene las incégnitas u/, mientras que A* son matrices
de n x ny @ un vector de términos fuentes. Las matrices A* y el vector Q pueden depender de z* y
de U pero no del gradiente de U.

Una solucién expresada como una onda plana de la forma (4.2.3) o en general (4.2.7) existira si el
sistema homogéneo

AkgiU:AknkU:O k=1,....m

admite soluciones no triviales, lo cual como antes redunda en que
det [A*ny| =0

Esta ecuacion tiene a los sumo n soluciones, las n superficies caracteristicas. El sistema se dice hi-
perbdlico si todas las caracteristicas son reales y si las soluciones son linealmente independientes. Si
todas son complejas es eliptico y si hay de ambas es hibrido. Ademés si el rango de A*ny, no es comple-
to el sistema se dice parabdlico. Esto ocurrird cuando al menos una de las variables no posea derivadas
respecto a alguna de las coordenadas espaciales.

Ejemplo 3 : Sistema de 2 ecs de primer érden en 2D  Sea el siguiente sistema de ecuaciones en 2D

ou ou
a% —+ Cai = fl
J (3.24)
b@ + d@ = f:
ox oy 2
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que en forma matricial se puede escribir como
a 0\ 0 (u . 0 ¢\ 9 (u\_ (fi
0 b) oz \v d 0)oy\v) \Jfe
1 a 0 2 0 c
v=(in) =0

Planteando el determinante e igualando a cero conduce a las raices:

donde

D)2 = ed
ng  ab
Si cd/ab > 0 el sistema es hiperbdlico, por ejemplo tomemos a = b = ¢ = d = 1, en este caso el sistema

de ecuaciones es la conocida ecuacion de las ondas que escrita como una ecuacién de segundo érden
luce como

Pu  0%u _0
ox? Oy
Si cd/ab < 0 el sistema es eliptico, por ejemplo tomemos a = b =1; ¢ = —d = —1, en este caso el

sistema. de ecuaciones es la conocida ecuacion de difusion o de Laplace

Pu

022 "o "

Finalmente si b = 0 existe una sola caracteristica y el sistema es parabdlico. Con a =1 ;b =0 ;¢ =
—d=—1;f1 =0; fo =v obtenemos la conocida ecuacion del calor

ou  O%*u

dx 02

Ejemplo 4: Ecuaciones en aguas poco profundas estacionaria Este sistema, conocido como ”shallow
water equations”, describe la distribucién espacial de las alturas de la superficie libre de una corriente
de agua que posee un campo de velocidades (u,v). Si llamamos g a la aceleracién de la gravedad,
entonces:

oh oh ou ov

ou ou oh

il il = 2
u8x+U8y+g(9x 0 (3.25)
v ov oh

U+ U =0

Ox dy 987/

Introduciendo el vector de incégnitas
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el sistema se puede escribir en forma matricial como

u h O h v 0 h h
0 0
g u 0 e u|l+10 v O M ul| =0
0 0 w v g 0 wv Y \v
o en forma compacta
ou ou
A= A2 =0
oz 0

Las tres superficies caracteristicas se obtienen como la solucién de plantear el siguiente determinante
nulo, con A = ng/ny

U + v hA
det| g\ U\ + v 0 =0
g 0 U + v
Trabajando sobre el determinante conduce a las soluciones :
A — v
U

(3.26)

)\(2)7(3) —uv + U2 + ’02 — gh
u? — gh

Como vemos 1/gh juega el mismo rol que la velocidad del sonido en el caso de las ecuaciones de flujo
compresible, y como alli , existe un valor critico donde el sistema cambia de tipo. Este valor se llama
velocidad supercritica y en el caso que % = u? + v? > gh el sistema se vuelve hiperbdlico.

En el caso de velocidades subcritico el sistema es hibrido ya que habrd 2 soluciones complejas
conjugadas y XY que siempre es real. La superficie caracteristica asociada con \(!) es la linea de

corriente O
,yaque ny’ = —v;iny’ =u.

3.5. Dominio de dependencia - zona de influencia

Las propiedades de propagacién de los problemas hiperbdlicos tiene importantes consecuencias
respecto a la forma en que la informacién se propaga o transmite por todo el dominio.

Si consideramos el caso escalar bidimensional presentado en (4.2.1) este generard dos caracteristicas
en el caso hiperbdlico donde cada una se representa por una familia de curvas. Si tomamos 1 miembro
de cada familia y tomamos un punto P donde se intersectan, vemos que ambas caracteristicas dejan una
region aguas arriba que afectara la solucién en el punto P y una zona aguas abajo que dependera del
valor de la funcion en el punto P. Mirdandolo desde el punto P, la primera se llama zona de dependencia
del punto P y la segunda zona de influencia del punto P. Este hecho es muy importante y tiene muchas
consecuencias matemadticas, fisicas y numéricas. (figura 3.5)

En el caso de problemas parabdlicos ambas caracteristicas degeneran en una (el rango del sistema
no es completo) y en este caso la zona de dependencia cae sobre la caracteristica mientras que la de
influencia es la regién completa aguas abajo de la caracteristica.

En el caso eliptico no existe superficie caracteristica que separe el dominio en zonas de dependencia
e influencia. Esto produce que la zona de influencia, la de dependencia y el dominio coincidan y la
informacién se propaga en todas direcciones.
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-

/////,

2
/,//////,//////// .
7

caracteristicas

N\

@ Region de dependencia de P

% Zona de influencia de P

Dominio de dependencia e influencia

3.6. Condiciones de contorno e iniciales

Para que los anteriores sistemas de ecuaciones que surgen del modelo fisico estén finalmente bien
planteados en el sentido matematico es necesario que se impongan ciertas condiciones sobre los datos. Si
alguna de las variables independientes del problema es el tiempo es necesario establecer una condicién
a tiempo t = 0 VZ, problema llamado de Cauchy o de valores iniciales. Cuando la variable espacial x
estd acotado en el espacio por un borde o contorno, el problema suele llamarse de valores de frontera
e iniciales.

Sin entrar en detalles acerca del tema podemos decir que la correcta especificacién de las condiciones
de contorno e iniciales requiere de un detallado estudio que incluye a las autofunciones del sistema.

De todos modos este es un tema abierto ya que en la mayoria de los casos que trata la mecanica
de fluidos no existen resultados contundentes acerca de como tratar estas condiciones.

Sin ir tan lejos terminamos esta seccién diciendo que en los problemas independientes del tiempo de
cardcter eliptico es usual imponer algunos valores sobre algunos nodos (Dirichlet) o sobre su derivada
(Neumann). En el primer caso puede tratarse de imponer el vector velocidad sobre una pared sélida o
la temperatura, mientras que en el caso Neumann estamos hablando de imponer que el flujo térmico
asuma alguna ley de transferencia en el contorno (conveccién, radiacién,etc).

En casos donde el sistema se transforma en primer 6rden (Euler), la velocidad no puede ser fijada
en un contorno sélido, recurriendo a fijar solo la componente normal, dejando la tangencial como parte
del célculo (condicién slip). En el caso de superficies libres es usual establecer la continuidad de las
tensiones normales y tangenciales.
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INTRODUCCION AL USO DE MATLAB

Objetivos: Aprender el uso del lenguaje MatLab muy poderoso en cuanto a sus posibilidades de uso
como herramienta de cdlculo numérico y visualizacién grafica asi como de programar en este entorno
extendiendo su aplicacién al analisis numérico y simulacion en Ingenieria.

3.6.1. Introduccién

MatLab es un lenguaje de programacion interpretado de bajo nivel que a diferencia de los lengua-
jes compilados permite gran flexibilidad para programar, debuggear y correr pequenas aplicaciones
respecto a los tradicionalmente rapidos pero muy rigidos lenguajes compilados. Ademds es un sof-
tware de aplicacién y como su nombre lo indica es un laboratorio de matrices (Mat=Matrices / Lab
=Laboratorio). Otra de las importantes caracteristicas es que incluye poderosas facilidades graficas
que se pueden correr run-time, mientras que en el caso de los lenguajes compilados uno debe o bien
generar un software grafico completo o sino adaptar algunas rutinas para los casos particulares de
aplicacién, lo cual lo transforma en una gran complicacién. Ademas el hecho que los cédlculos y las
graficas se vayan generando en tiempo de ejecucién lo hace muy flexible. Otras de la caracteristicas
interesantes de este lenguaje interpretado es que equivale a un entorno en si mismo, o sea permite
ejecutar comandos en forma muy interactiva lo cual lo hace apto para ir avanzando en lo que uno
estd haciendo, viendo resultados en pantalla de lo que uno estd obteniendo, corrigiendo rumbos, etc.
Ademsds cuenta con una enorme biblioteca de rutinas de cédlculo que lo transforma en un lenguaje de
bajo nivel sin necesidad de tener que programar demasiado, salvo aplicaciones especiales. Hemos dicho
al comienzo que una de las principales diferencias entre un lenguaje compilado y uno interpretado es la
velocidad de procesamiento de datos, especialmente para grandes problemas. El programa compilado
arma un ejecutable habiendo interpretado cada sentencia previamente en la etapa de compilacién y
genera un archivo binario optimizado. En cambio el lenguaje interpretado realiza la interpretacién de
cada sentencia a medida que corre lo cual lo hace lento. Por ejemplo si uno realiza un loop de 1000
iteraciones el intérprete debe trabajar 1000 veces haciendo lo mismo. MatLab soporta vectorizacion lo
cual hace que en lugar de manejar escalares e interpretar operaciones entre escalares pueda manejar
vectores e interpretar vectores. Por ejemplo si tenemos un vector de 1000 elementos y queremos hacer
calculos con cada uno de sus coeficientes, en lugar de hacer un loop de 1000 iteraciones podemos
invocar directamente la operacién sobre todo el vector. Por ejemplo, si tenemos una matriz A de
(1000 x 2), donde cada columna representa un vector de 1000 elementos y queremos calcular la suma
de ellos podemos hacer:

for k=1:1000,
c(k) = A(k,1)+A(k,2);
end

o sencillamente
c =AC,D+A(:,2);

Todo esto y muchas cosas més que surgen cuando uno lo utiliza hacen a MatLab una muy interesante
herramienta para la investigacién en torno a los métodos numéricos.
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MatLab cuenta con muchas rutinas propias llamadas built in functions, solo basta con recorrer
el help para ver la enorme cantidad de ellas. Ademadas cuenta con lo que se llaman Toolkits que son
paquetes de rutinas para aplicaciones particulares. Aqui no entraremos en detalle sobre estas 1ltimas
sino que sélo mencionamos su existencia para aquellos curiosos que puedan interesarse. A grandes
rasgos podemos decir que MatLab es un lenguaje de programacion integrado con un software de
aplicaciéon. Entonces podemos hacer una divisién inicial en:

.., ] céalculo numérico
software de aplicacion L i
Matlab visualizacion grafica

lenguaje de programacién

A continuacién planeamos hacer un pequeno tour por las galerfas de MatLab tratando de tocar
sélo algunos de sus puntos con el objetivo de motivar a los turistas a volver a ellos en el futuro.

3.6.2. MatLab como software de aplicacion

En esta parte de la visita a MatLab investigaremos sus capacidades como software de aplicacion,
sin entrar por ahora en detalles de programacién. Como fue dicho en la introduccién este software
es un laboratorio de matrices y como tal debemos saber como definir matrices, vectores como un
caso particular de una matriz, recordar algunos aspectos del algebra de espacios vectoriales para
poderlas utilizar en forma coherente y finalmente ver las potencialidades que tiene esto. Yendo mas
all4 en cuanto a aplicaciones hemos mencionado las capacidades gréaficas del software. A este respecto
debemos primero saber como convertir matrices en mapas redefiniendo el algebra y viendo como de
esta forma es posible visualizar funciones en varias variables y hacer distintos tipos de graficos muy
tutiles en general.

(1) Manejo standard de matrices, vectores y escalares

Una matriz es el atomo de este software, es algo asi como la menor porcién divisible del célculo,
siendo los escalares y los vectores sélo casos particulares. Por ejemplo para ingresar la matriz

123
A=|[4 5 6 (3.27)
789

debemos ingresar sus coeficientes como una lista de ntimeros separados por un blanco al menos que
corresponden a los elementos de cada fila, separando las filas entre si con un ; o simplemente con
<Enter>, o sea

A=1[ 1 2 3
5 6 ;
7 8 91;

El ; despues del ] finaliza la sentencia sin mostrar por pantalla lo ingresado. Si uno quiere ver lo que
ingresa hay que remover el ;. Su uso es muy importante cuando las matrices son muy grandes ya que
la salida por pantalla puede tomar bastante tiempo.

((docver curso-cfd-0.0.2-15-gb72220a ’clean) (docdate Sun Sep 30 12:31:24 2007 -0300) (proc-date Sun Sep 30 12:33:23 2007 -0300)) 63



CAPITULO 3. NATURALEZA MATEMATICA DE LAS ECUACIONES
Seccion 3.6. Condiciones de contorno e iniciales

Un vector es un caso particular de lo anterior, este puede ser un vector fila o un vector columna.
Sean

b=(1 2 3)
4

s (3.28)
6

En estos casos el ingreso es

b

[ 1t 2 31;

b

o O

1;

o simplemente podemos definir

[ 4 5 61;
b’;

C

donde el simbolo ’ significa la transpuesta, de un vector como en este caso pero su uso es en general
para cualquier matriz.

Todas los calculos que se van haciendo si se asignan a variables permanecen en la memoria de
trabajo, sino se asignan son eliminadas permaneciendo solo en memoria el tiltimo resultado almacenado
en una variable denominada ans. Por ejemplo la instruccién siguiente genera un vector fila pero al no
estar asignado solo queda en memoria bajo la variable ans.

[ 4 5 61;

Si a continuaciéon emito otra instruccién pierdo el resultado anterior, salvo que previamente lo haya
almacenado en una variable, como por ejemplo

b = ans

Si hacemos who podemos ver las variables en memoria hasta el momento almacenadas y si hacemos
whos podemos ver mas detalles de las mismas.

Como es sabido del algebra lineal una matriz puede generarse como el producto tensorial de
vectores. Por ejemplo si en el caso anterior hacemos

Al = cxb

el resultado es una matriz de 3 x 3 porque es el producto de un vector de 3 x 1 por otro de 1 x 3. En
este caso el resultado sera:

Al =T[4 8 12;
10 15;
6 12 18;

[¢)]
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Del mismo modo podemos definir el producto interno entre vectores de una forma trivial. La definicién
de producto interno es:

En este caso si hacemos
bxc

obtenemos el producto interno anterior y tal como hemos definido la instruccién no esta alojado en
ninguna variable por lo cual corre peligro de ser destruido después de la proxima instruccién.
Otro aspecto importante es que existen formas de generar matrices muy especiales. Por ejemplo

» ones(10) genera una matriz de (10 x 10) con elementos unitarios.
» ones(10,3) genera una matriz de (10 x 3) con elementos unitarios.
» zeros(5,3) genera una matriz de (5 x 3) con elementos nulos.

s (-3:2:15) genera un vector fila cuyo primer elemento es —3, generando el resto avanzando de
a 2 y no supera el valor 15.

Otra forma seria
kron((1:3)7,(2:5))

que produce el producto tensorial del vector columna (1:3)’ con el vector fila (2:5), lo cual arroja
la siguiente matriz como resultado

2 3 4 5
4 6 8 10
6 9 12 15

Existen muchas otras formas, por ejemplo:
» rand(4) produce una matriz de (4 x 4) con nimeros aleatorios
» eye(5) produce la matriz identidad de (5 x 5)

» diag(v,idiag) produce una matriz poniendo el vector v en la codiagonal idiag, determinando
el tamano de la matriz la longitud del vector v y la codiagonal en la cual se ubica, ya que debe
entrar el vector entero en ella. Por ejemplo si el vector es de (5 x 1) y lo queremos ubicar en la
segunda codiagonal entonces la matriz sera de (7 x 7) y tendré la siguiente forma:

>> diag(ones(5,1),2)
ans =
0

0
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O O O O O
O O O O O
O O O O O
O O O O O
O O O O+
O O O~ O
O O =+ O O

Si no especificamos la codiagonal asume un valor cero lo cual significa la propia diagonal y si
especificamos un valor negativo asume las codiagonales inferiores en lugar de las superiores. Es
importante resaltar que si el argumento del comando diag es una matriz entonces devuelve la
diagonal o la codiagonal de la misma como un vector. Vea el help (help diag).

A esta altura debemos asegurarnos de salvar lo hecho por si ocurriera algin imprevisto o por si
tuviéramos que detener temporariamente nuestro trabajo. El comando save salva las variables en
memoria en un archivo. Si omitimos el nombre (solo invocamos el comando save) guarda el contenido
de la memoria en un archivo llamado matlab.mat, caso contrario, si especificamos el nombre , por
ejemplo save tempo, guarda la memoria entera en el archivo tempo.mat Tambien podemos guardar
parte de la memoria, para ello debemos invocar save <filename> variables.

Cuando uno desea continuar con el trabajo interrumpido y quiere recuperar la memoria salvada
con el comando save debe ejecutar load <filename> o simplemente load si salvd las variables sin
especificar el fichero.

Con clear se limpia todo el espacio de trabajo (memoria) y con clear variables aquellas varia-
bles que uno desea.

Con size(<arreglo>) o length(<arreglo>) se puede obtener la dimensién del arreglo. El primer
caso es general y devuelve dos valores mientras que el segundo es exclusivamente para vectores y
devuelve solo un valor.

El software contiene una serie de operadores de matrices tal como suma, resta, producto, potencia,
division por derecha e izquierda, etc. Todos estos operadores se definen tal como lo establece el dlgebra
de los espacios vectoriales. Una aclaraciéon va con la divisién.

Que significa dividir matrices para MatLab?

Sean A, B dos matrices de (m x m), entonces

A/B =AB"!

3.29
A B=A'B (3:29)

Como vemos la divisién involucra matrices inversas, pero especial cuidado hay que tener cuando
tratamos grandes matrices ya que el tiempo de cédlculo se achica mucho en estos casos con los comandos
de divisién comparado al comando de inversién inv(A) o A~!

Otro detalle interesante en el manipuleo de matrices es que uno puede extraer submatrices de otras
matrices o armar matrices con bloques de otras submatrices. Por ejemplo,

>> A = eye(4d) ;

>> B = ones(4,2) ;
>> C = zeros(2,4) ;
>> D = eye(2) ;

> E=[AB; CD]
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ans =

O O O O O -
O O O O = O
O O O OO
O O, O O O
O B B = = =
_ O R, P P -

Del mismo modo podemos tomar un bloque de la matriz E, por ejemplo el de las filas 1,3,5 con
las columnas 2,3 haciendo:

E([1;3;51,[2;3])

En cuanto a las capacidades de calculo ademas de existir toda una gama de funciones standard para
escalares existen otras mas para vectores y matrices. Por ejemplo es muy comun hablar del seno
trigonométrico de un nimero real. Como se calcula el seno de una matriz?

Bueno existen varias formas de calcularlo pero hay que tener cuidado al hacerlo con MatLab.

Si nosotros definimos por ejemplo una matriz A de (3 x 3) y ejecutamos la instruccién sin(A) el
resultado serd diferente a si nosotros usamos la definicién de una funcién aplicada a una matriz

f(A)=VfA VT (3.30)

donde V es la matriz de autovectores y A es la matriz diagonal con los autovalores en la diagonal. En
este caso
sin(A) = Vsin(A)V ! (3.31)

Donde esta la diferencia?

La diferencia estd en que MatLab soporta otro tipo de operadores ademas de los standard para
matrices, llamados operadores de arreglos. Sin entrar por ahora en detalles porque lo abordaremos
mas adelante, un operador de arreglo realiza una operacion sobre cada elemento del arreglo como si
fuera una lista de elementos. Entonces si a MatLab le decimos B = sin(A) él entiende:

Bz'j = SZH(AZ]) (3.32)

Conclusién, cuando queremos realizar una funcién especial sobre una matriz debemos o realizar la
descomposicién en autovalores y autovectores utilizando la funcién de MatLab eig(A) o sino usar
otra funcién llamada funm que en este caso se usa de la siguiente forma : funm(A,’sin’).

MatLab soporta muchas funciones para matrices, por ejemplo:

calculo de determinantes —det

s célculo de autovalores —eig
s célculo de la traza —trace

calculo del nimero de condiciéon —cond
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= calculo de la norma — norm
s céalculo del rango —rank

s factorizacion Choleski —chol
s factorizacién LU —1u

= ortogonalizacion —orth

entre otras.
Consulte el help de matrices.

Matrices como listas y tablas

Las matrices también pueden ser interpretadas como listas o tablas de datos. Recién habiamos
mencionado que hay que tener cuidado en el uso de MatLab cuando se aplican funciones a matrices
porque su resultado puede ser diferente al esperado. Esto se debe a que como dijimos una matriz puede
ser una matriz en el sentido estricto o una lista o una tabla. En el caso de listas son como elementos
independientes sobre los cuales se pueden aplicar operaciones individualmente con el fin de obtener
alguin resultado especifico. Por ejemplo, una matriz puede representar la distribucién de temperatura
en un dominio rectangular o mapeable a un rectangulo, donde cada elemento de la matriz puede
equivaler a un punto de esa grilla rectangular. Entonces planteando operaciones sobre ellos podemos
lograr efectos interesantes.

Por ejemplo sea una matriz A de (m x n) elementos. Haciendo:

n diff A = Bi,j = Ai,j+1 — Ai,j

= gradient A = (%,%)

= interp2 A interpolacién de datos en 2D

Del mismo modo dado un conjunto de datos en forma de lista en 1,2 o 3 dimensiones, podemos
aplicarle ciertas operaciones e incluso visualizar usando instrucciones graficas.

En el caso de tablas se puede pensar a una matriz como una planilla de cdlculo y realizar toda una
serie de andlisis estadisticos sobre los mismos y calcular promedios, dispersiones, histogramas, sumas
y productos acumulados, medianas, etc.

Es importante a esta altura resaltar que existen operaciones sobre arreglos del mismo modo que
existen operaciones sobre matrices. Por ejemplo para multiplicar matrices simplemente invocamos el
simbolo del producto. Si queremos multiplicar arreglos esto se entiende como un producto elemento a
elemento en forma individual. Por ejemplo, sean A y B dos arreglos, entonces el producto de arreglo
se define como:

CZ‘]‘ = Az‘j x Bij
Para poder diferenciar esto de la habitual multiplicacién de matrices MatLab soporta las opera-

ciones precedidas por un punto.
Por ejemplo
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= . * equivale al producto de arreglos
= ./ equivale al cociente de arreglos

= ."n equivale a elevar todos los coeficientes del arreglo a una potencia n

Visualizaciéon grafica

El hecho de permitir un manejo de matrices como si fuera una lista de datos ordenados segin la
estructura de la matriz o como una tabla de valores permite altas facilidades de graficacién.

Visite el help de los comandos plot, mesh, surf, etc para ver todas las capacidades graficas que
ofrece MatLab.

Programacion

Finalmente cerramos este breve paseo con otra facilidad muy importante a la hora de pretender
ir un poco mas alla de lo que ofrece MatLab. Programando en MatLab es posible generar programas
de propésitos particulares o generales, como por ejemplo construir un generador de mallas, mejores
formas de visualizar soluciones, visualizar mallas de elementos finitos, generar un programa de algin
método numérico, etc. Aqui no entraremos en detalle de los aspectos de programacién. Para aquellos
intersados visitar el help o la bibliografia especializada.

» [Ejercicio 1.] Dadas las grandes capacidades que tiene Matlab para el tratamiento de matrices
uno de los principales objetivos es aprender como manipularlas. Existen muchas formas de in-
gresar matrices. En este ejemplo se pretende que Ud explore diferentes formas de hacerlo. Por
ejemplo, dada la siguiente matriz de (10 x 10) con los siguientes elementos:

2 -1. 0 0o o O o o0 o0 O
-1 2 -1 0 0 O O O 0 O
o -1 2 -1. 0 O O O 0 O
o 0 -1 2 -1 0 O O O O
o o o0 -1 2 -1 0 0 0 O
A= o o0 o0 o0 -1 2 -1 0 0 O (3.33)
o o o o0 o0 -1 2 -1 0 0
o o0 o0 o o o0 -1 2 -1 0
o o o o0 o o0 o0 -1 2 -1
o o0 o o o o o 0 -1 1

explique una forma sencilla de cargarla sin necesidad de entrar cada uno de los 100 coeficientes
que la conforman.

A continuacién calcule:

1.- la traspuesta
2.- el producto consigo misma

3.- su raiz cuadrada
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4.- sume la matriz identidad del mismo orden

» [Ejercicio 2.] A continuacién se desea armar una matriz como la siguiente:

A 010><10)
B = 3.34
(010><10 A (3:34)

donde A es la matriz del ejemplo anterior. Muestre una forma sencilla de hacerlo.

» [Ejercicio 3.] Tome la matriz del ejemplo 2 y arme una nueva matriz de 3 x 2 que contenga los
elementos de las filas 1,3,5 y columnas 2,4 de la matriz B.

» [Ejercicio 4.] Se sabe de la necesidad de contar con un buen manipulador de matrices a la
hora de resolver problemas de algebra lineal. Un ejemplo de ello es la resolucion de sistemas de
ecuaciones. Sea la matriz del ejemplo 1 y un vector miembro derecho b que representa la funcién
sin(m/2 % x) donde x es un vector de 10 componentes cuyos valores varian entre 0 y 1. Resolver
el sistema Au = b. Grafique la solucién u y el vector b en la misma figura.

» [Ejercicio 5.] Calcule el determinante de la matriz anterior A del ejemplo 1 y sus autovalores.
A continuacién grafique los autovalores en el plano complejo. Posteriormente ingrese la matriz

-1 1 o0 O o0 o0 O 0 0 O
-1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
o -1 o 1 0 O O 0 0 O
o o0 -1 0 1 0 0 0 0 O
o o o0 -1 .0 1 0 0 0 0
C= o o o o0 -1 0 1 0 0 O (3.35)
o o o o o -1 0 1 0 0
o o0 o0 o o o0 -1 0 1 0
o o o o o o 0 -1 0 1
o o0 o o o o o o0 -11

calcule el determinante y sus autovalores y muestre su distribucién en el plano complejo. Use el
comando spy(A) y spy(C) y explique que es lo que hace.

» [Ejercicio 6.] Para las matrices A y C de los ejemplos anteriores calcule la solucién del sistema
lineal (A 4+ C)u = b con el miembro derecho similar al usado en el Ej. 4. Grafique la solucién.
A continuacién resuelva el sistema(A + 10C)u = b y grafique la solucién.

» [Ejercicio 7.] Dada las matrices

(3.36)

cor 9k~
oM O Ul
wWo o o w
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generar con Matlab la matriz

A B B A
C=|-4 B -4 4 (3.37)
B A -B A

y extraiga de la matriz C aquella correspondiente a las filas 2 y 3 y columnas 5,8,11,12 y muestre
su estructura.

» [Ejercicio 8.] Dado el vector x = j2,5 = 1,...,10 y el vector y = j3,j = —3,...,3, calcule el
producto tensorial de ambos vectores y muestre la matriz obtenida con el producto tensorial en
forma grafica. Ayuda: La matriz es tal que sus elementos se calculan de la siguiente forma:

Zij = XiYj
y una forma de graficarla es mediante el comando mesh
A continuacién genere una grilla en 2D con z € (—2,2) y y € (0,3) y calcule la funcién z =

x? + V¥ vy grafique la solucién. Ayuda: Explore el comando meshgrid

» [Ejercicio 9.] Confeccione un programa en Matlab que realice el producto vectorial de vectores
en tres dimensiones. Pruébelo con un ejemplo no trivial. Extiéndalo al caso de varios vectores.
Para esto utilice primero un archivo tipo script y luego uno tipo funcién. Si no recuerda las
diferencias entre ambos revise las notas entregadas (Primer de Matlab).

» [Ejercicio 10.] Confeccione un programa en Matlab que resuelva la siguiente ecuacién diferencial
ordinaria usando la funcién ode23 y ode45,

at (3.38)
y(t=0)=1

» [Ejercicio 11.] Resuelve el siguiente sistema no lineal de ecuaciones
sin(z) +y* +log(z) —=7=0
3xx+2Y -2 4+1=0 (3.39)
r+y+z—-5=0

usando como estimacioén inicial

r=1
y=1 (3.40)
z=1

utilizando la funcién de Matlab fsolve o fsolve?2

» [Ejercicio 12.] Construya un polinomio de cuarto orden

4
p= g a;z"
i=0

y encuentre las raices del mismo usando un conjunto de coeficientes a; a eleccién. Grafique el
polinomio en el rango donde se hallan todas sus raices.
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» [Ejercicio 13.] Utilice las rutinas del proyecto sobre sistemas dindmicos masa resorte amorti-
guador para el caso de 1 grado de libertad lineal y verifique el valor del amortiguamiento critico
del sistema.

» [Ejercicio 14.] Genere una aplicacién para resolver el ejemplo del péndulo doble y trate de
animar el movimiento del sistema
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Capitulo 4

Método de diferencias finitas

4.1. Diferencias finitas en 1D

Queremos resolver el campo de temperaturas a través de una pared de material (—oo < y, z < 400,
0 <z < L,). La temperatura en = 0, L, es mantenida a ¢o, ¢, y hay una fuente de calor repartida

Q(x):

d2
dTg =—-Q(x)
$(0)  =¢o
¢(Ls) = or, (4.1)

Dividimos el intervalo en L segmentos de longitud Av = L, /L y llamaremos “nodos” o “puntos de la
grilla” a los extremos de los segmentos:

:lA%, l:0,1,2,...,L, x():O, xL:L:v (42)

4.1.1. Desarrollo en Serie de Taylor

Si bien la ecuacién que debemos resolver es de segundo orden, empezaremos, por simplicidad, por
desarrollar aproximaciones en diferencias para la derivada de primer orden,

P(z141) = (7 + Av)

d ArQ d
= o) + Ao ﬂ ¢ 0<6 <1 (4.3)
2 dz? r=x;+601 X
Indicando f; = f(z;) para cualquier funcién f (z), tenemos:
d¢ Ae? (d2¢
= A | — 4.4
G141 = P1 + (dx)l + (dx Lo (4.4)
Donde el subindice [+6; es una extensién de la notacién que indica evaluacién en (I4-61 ) Az. Despejando
la derivada de primer orden:

@ _ G- Ao (AP (4.5)

dz A 2 \dz?)/, 40, ’
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Figura 4.1: Interpretacién geométrica de las diferentes aproximaciones por diferencias finitas a la
derivada.

A esta aproximacién para la derivada de primer orden la llamamos “por diferencia hacia adelante”

(forward difference):
do\ _ o1 — &
(da:)l T A (4.6)

Véase la figura 4.1 para una interpretacion grafica de esta aproximacion. Hemos aproximado la derivada
en el punto z; por la pendiente de la secante a la curva que pasa por los puntos x; y ;41 (segmento
AC). El error de esta aproximacién es:

2
g . A <d<§>
2 dz 1+61
Ax d2¢
<= %< .
|E| < 5 [z?,lffl] o2 <CAr, Ar—0 (4.7)

Similarmente, la aproximacion hacia atras ( “backward difference”)da:

do b1 — b1
((h)l o LT Y1 (4.8)
Ax d?¢ y
< — — | < .
|E| < 5 [mrz?i};z] 2| = C'Ar, Ar—0 (4.9)
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que corresponde a la pendiente del segmento DA en la figura.

4.1.2. Aproximaciones de mayor orden

Haciendo desarrollos de mayor orden:

do Ax? (%9 A (A3
=¢+ A | — — =) £t— | —= 0<034<1 4.10
Pir1 = P <d:r>l +— (d$2 6\t ), 0T 34 < (4.10)
de donde: a6 5 5
+1 — Pl-1
— | &= 4.11
(dx)l 2Ax ( )
que corresponde al segmento DC de la figura 4.1. La correspondiente estimacion del error es:
Ar? d3
|E| < =~ max —if < O Ao (4.12)
6 [r_1,2141] dzx

A esta la llamamos una “aproximacion centrada”, ya que involucra a los dos nodos vecinos del nodo
. Notar que, al contrario de las otras, esta es simétrica con respecto al punto en cuestién. Notar
también que el error resulta ser un orden mayor. Con lo cual en principio se pueden obtener mejores
aproximaciones con menos puntos usando un aproximaciéon de mayor orden como esta. Pero, como
veremos mas adelante, en la seccién §4.1.7, el hecho de que la aproximacién sea de un mayor orden no
es una condicién “suficiente” para obtener un orden de convergencia mayor.

4.1.3. Aproximacién de derivadas de orden superior

Para obtener una estimacién de la derivada segunda comenzamos haciendo una expansién hasta

cuarto orden de ¢y41:
do Ax? (%o Az (A3
due1 ¢+ A (da:)l 3 (dx2 ;6 \da3/,

At (dYe
L 4 0<0-n<1 4.13
24 (d(L’4>l:|:9567 == ( )
de donde:
a2 —2¢+ ¢ A [ [d d*
7(2 _ ¢l2 Pr-1 7‘2 4 7(2 (4.14)
da? ), A 24 [\dz% )y, \dat/
0 sea que:
d?¢ Gre1 — 201+ P11
— | = 4.15
(dx2>l Ar? ( :
Ao d*ep
F|l < — max -— 4.16
| ’ - 12 [xl—17$l+1] d1‘4 ( )

Esta es una “aproximacion centrada”.
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4.1.4. Numero de puntos requeridos

Nos cuestionamos cuantos puntos son necesarios para obtener una aproximacion de un dado orden
(digamos O(Ar)) para una derivada de orden k. Por ejemplo para obtener una aproximacién a la
derivada primera es obvio que necesitamos al menos dos puntos ya que por dos puntos pasa una recta
y la recta es el polinomio de bajo orden que posee una derivada de primer orden no nula. El mismo
razonamiento nos dice que se necesitan tres puntos para aproximar una derivada segunda. Por otra
parte, parece también obvio que si queremos una aproximacion de mayor orden entonces necesitaremos
mas puntos. La expresion que relaciona

s N el nimero de puntos,
= p la precision del método y
= k el orden de la derivada a aproximar,

es
N>k+p (4.17)

Es decir, con N puntos o mas podemos desarrollar una aproximacion de orden p (es decir |E| < CAxP)
para (quﬁ/ da:"’). Verificamos esto en los desarrollos anteriores,

© = o 3
2 = =g
~ = n %
< @ S g
o g
o] ‘E =
— <5}
— =) Qg
g |8 o
O O wn
2 o o o
2 = e, ie)
Q <) . 8 . ; H
S| Bz |SE|EE
Tipo de aproximacion Z|loT- | &R ST
hacia atras/adelante 1 2 2
centrada 2 3 3
centrada 2 3 4

Cuadro 4.1: Tabla Numero de puntos utilizados en las diferentes aproximaciones por diferencias utili-
zadas.

4.1.5. Solucién de la ecuacién diferencial por el método de diferencias finitas

Consideremos primero, por simplicidad, el caso de condiciones Dirichlet ¢(0) = ¢g, ¢(L) = ¢r,.
Evaluando la ecuacion diferencial en z;:

d?¢
El— 1| =— 4.18
< 02 >l Qi (4.18)
y aproximando la derivada segunda por diferencias finitas de segundo orden centradas:
141 — 201 + P11
s > = —Q (4.19)
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hay una ecuacién para cada [ =1,2,...,L — 1, que son los puntos interiores.
Concretamente, las ecuaciones resultan ser:

2 _
201~y =25B 4g
—$1 420y ¢y =
2
—¢y  H203  —¢y =25
(4.20)
2
~pr-3 2010 —¢p-q =LYz
2 —
—¢r—2 +2¢11 = % +oL,
Definiendo un vector de incégnitas ¢, que contiene sélo los nodos interiores:
o1
®2
= 7 |, peR? (4.21)
br—1
Tenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
Kop=f (4.22)
con: i
2 -1 0 0
-1 2 -1 0
0o -1 2 -1
K= (4.23)
0 -1 2 -1
i o 0 -1 2]
A7026221/ k+ o
Ax Qo /k
f— 22/ (4.24)
A*Qr1/k+ ¢r,
Notese la analogia:
(d2/dx2) o = —-QJ/k
l l | (4.25)
K ¢ = f

El operador del continuo (d2 /da:Q) es reemplazado por la matriz K, el campo del continuo ¢ es
reemplazado por el conjunto de valores nodales ¢ y, finalmente, la fuente interna Q(x) es reemplazada
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¢=0 "_ =0 o=1
x=0 e x=L

Figura 4.2: Problema unidimensional con condiciones de contorno Dirichlet en ambos extremos

por el vector miembro derecho f. A su vez, la condiciones de contorno tipo Dirichlet también generan
un término en el miembro derecho.

La matriz K es simétrica (K;; = Kj; para todos 4,7) y definida postitiva (v Kv > 0 para todo
v € RF™1). Esto tiene mucha importancia: se puede demostrar la existencia y unicidad de la solucién
discreta y ademds tiene importancia practica ya que permite el desarrollo de rutinas de resolucion
especialmente disenadas.

4.1.6. Ejemplo

Resolver:
d?¢
Usaremos Ar = 13 (ver figura 4.2). Tenemos 4 valores nodales ¢g, ¢1, ¢2 y ¢3, de los cuales ¢g y
¢3 son conocidos de las condiciones de contorno y sélo restan dos incoégnitas ¢1 y ¢2. La ecuacién en
los nodos interiores es:

b1 — 201 + di1 — Mgy =0 (4.27)
para:
¢2 — 201 + ¢o — APy =0 (4.28)
pero ¢g = 0 por la condicién de contorno, de manera que la ecuacién resultante es:
P2 — o1 =0 (4.29)

Para | = 2 la ecuacién resultante es:
— 19%py + ¢ = —1 (4.30)

Resolviendo el sistema (4.29-4.30) obtenemos:

1
$1 2(1%)72_1:0.2893...
¢ =19%¢1 = 0.6107... (4.31)

La solucion exacta a este problema puede ser encontrada facilmente. Proponiendo soluciones de
la forma e~®%, se obtiene la ecuacién caracteristica o> = 1 de donde o = +1. Proponemos entonces

soluciones de la forma ¢ = ae® 4+ be™™. a y b se obtienen de imponer las condiciones de contorno, y

resulta ser: inh(z)
sinh(z

= 4.32

sinh(1) (4:32)
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Exacta Ar=1/3 \ Ar=1/6 ‘
T o} o} ‘ Error ‘ o} ‘ Error ‘
1/3.10.28892 | 0.28929 | 3.6x10~% (0.12%) [ 0.28901 | 9.2x10~° (0.032 %)
2/3 | 0.61024 | 0.61071 | 4.7x10~* (0.077%) | 0.61036 | 1.2x 10~ (0.019%)

Cuadro 4.2: Tabla : Errores para ¢ — ¢ =0, ¢(0) =0, ¢(1) =1, para Az = 15,14

Los resultados numéricos y exactos son comparados en la tabla 4.2, se incluyen también los resultados
obtenidos para Ar = 1

Nétese que tanto en z = /3 como en x = 23 el error ha bajado en un factor 1/, al reducir el paso
de la malla en un factor 5. Primero vemos que, cualitativamente, el esquema de discretizacién es
convergente, es decir el error, en alguna norma predeterminada, se reduce, al reducir el paso de la
malla. Cuantitativamente, podemos decir que el error tiene un comportamiento < Ar?. Tambien se
dice que el “orden de convergencia” es &< h?, donde h representa el paso de la malla (Az en nuestro
caso). Esto es consistente con el error de truncamiento que encontramos en el desarrollo de Taylor
usado.

4.1.7. Anadlisis de error. Teorema de Lax

Si denotamos por ¢, los valores nodales de la solucién exacta, es decir
Pexi = () (4.33)
entonces @, satisface (4.19) pero con un error de truncamiento, es decir

k¢ex,l+1 - 2¢ex,l + d)exJ—l
ATQ

= _Ql - Etrunc,l (434)

donde Flpync, es el error correspondiente a la ecuacion [-ésima. Sabemos que el error de truncamiento
es

§ do .
E <k— — | < CAx 4.35
| trunc,l| ="y [szrlli)lil] dzt | = ( )
y tenemos, en forma matricial
Koo =f+ Equnc (4.36)

Restando (4.22) de (4.36) obtnemos una ecuacién para el error E4 = ¢ — ¢, en los valores nodales
KE, = —Equnc (4.37)

y entonces,
E;, = ~K "Etrunc (4.38)

Al hecho de que el error de truncamiento Eyrync; — 0 para Az — 0 lo llamamos “consistencia” del
método. Queremos saber bajo que condiciones, el esquema es “convergente”, es decir |[Eg|| — 0 para
Ax — 0. Por lo que vemos, esto estd relacionado con alguna propiedad de K, es decir que de alguna
forma la inversa de K “se mantenga acotada”, para Ax — 0.
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Tomando normas
1B < 1K [Eurane (4.39)

Recordemos que la norma (Euclidea) de un vector estéd definida como

L—-1
vz =5 2 (4.40)
=1

y la norma de una matriz estd definida como el maximo autovalor de la misma. Puede verse entonces
que |K~!| es la inversa del minimo autovalor de K, y usando (4.12)

\/Z(éf)ex,i —¢i)* < ! m (4.41)

)\min

1
< —VL-1CN? (4.42)
de manera que
1 = 1
_ Z(Qbex,i - ¢z)2 < A Z Egrun(;,i (4'43)
L-1 P Amin
1 2

El miembro izquierdo de esta ecuacion representa el “error cuadratico medio” de la solucién numérica.
Esta expresién nos dice que este error es del mismo orden que el error de truncamiento, con la condicion
de que A\pin se mantenga acotado (es decir, que no tienda a cero) cuando Az tiende a cero. Si se cumple
esta condicién decimos que la discretizacion es “estable”. Entonces, la condicién para la convergencia
es

Consistencia + Estabilidad == Convergencia (4.45)

Este resultado es conocido como Teorema de Lax y es la base del analisis de error para el método de
diferencias finitas.

4.1.8. Condiciones de contorno tipo Neumann (“flujo impuesto”)

El problema a resolver es:

d?¢
i S 4.4
= QW) 6)
(0) =0 (4.47)
do _
Pt = 4.4
ar,. q (4.48)
Ahora ¢, pasa a ser una incognita maés:
F o]
b2
o=| |, sem: (1.49)
dr—1
oL
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Exacta Ar=1/3 Ar=1/6

x 10} 10} Error ¢ Error

/31 0.2200 | 0.2477 | 0.0277 (12%) | 0.2340 | 0.0140 (6 %)
23 | 0.4648 | 0.5229 | 0.0582 (12%) | 0.4942 | 0.0294 (6 %)
1 | 0.7616 | 0.8563 | 0.0947 (12%) | 0.8097 | 0.0481 (6 %)

Cuadro 4.3: Tabla : Errores para ¢ — ¢ =0, ¢(0) =0, ¢'(1) = 1, para Ar = 13, s

Para determinar esta incégnitas tenemos L — 1 ecuaciones que provienen de aproximar el operador
diferencial por diferencias finitas de segundo orden en puntos interiores como en la ecuacién (4.19).
Para dar cuenta de la condicién de contorno tipo Neumann en L, agregamos la siguiente aproximacién:

d¢\ _dL—¢r-1 @
QQLNAE— k (4.50)

Ahora si, tenemos L ecuaciones en L incdgnitas. Volviendo al ejemplo anterior del problema (4.26),
pero ahora con condicién de tipo Neumann en x = 1: ¢'(1) = 1 el sistema resultante es:

—¢2  +19%¢p1 =0
—¢3 +%¢p2  —¢p1 =0 (4.51)
¢3 —¢2 =3

Resolviendo el sistema, se encuentran los valores discretos que pueden observarse en la tabla 4.3. (se
incluyen también los resultados obtenidos para Ax = 1j):
La solucién exacta puede obtenerse de la misma forma que en el caso Dirichlet y resulta ser:

sinh(x)
cosh(1)

Notamos que los errores resultan ser notablemente mayores que en el caso Dirichlet puro, concre-
tamente son dos ordenes de magnitud mayores. Un indicio de la causa del problema la da el hecho
de que, al reducir el paso de la malla a la mitad, el error no ha bajado en un factor /4, como antes,
sino que apenas ha bajado un factor 15, exhibiendo una convergencia o< Ax. La causa es que hemos
usado una expansién orden O(Ax) para la condicion de Neumann, ecuacién (), si bien la expansién
en los nodos interiores es O(Az?). Podemos deducir una regla muy importante que es que el orden de
convergencia esta dictado por el mas bajo orden de las expansiones utilizadas, tanto para el interior
del dominio como para las condiciones de contorno.

En consecuencia, si queremos recuperar el orden de convergencia o Az?, necesariamente debemos
desarrollar una aproximacién O(Az?) para la condicién tipo Neumann. Una forma de hacer esto es
introduciendo un “nodo ficticio” (ver figura 4.3) x141 y aproximando la condicién de contorno como:

do\ _ dry1—¢r-1 @
(dx)L T2k (4:53)

p(x) = (4.52)

Pero hemos introducido una incégnita més: ¢ 41, de manera que agregamos la ecuacién para nodos
interiores en el nodo de contorno L:
2
d*¢  —¢r+1+20L — ¢r—1 QL

Q™ A = (4:54)
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Figura 4.3: Inclusién de un nodo ficticio para obtener una discretizacién més precisa de la condicion
de contorno tipo Neumann.

(p:O "n__ :0 (p 1
x=0 ¢e x=L

O O 4) ————— O
X, X, X, X, X,

Figura 4.4: Malla 1D con Az = 1/,3. y un nodo ficticio.

El sistema es:

K¢ =f (4.55)
2 -1 0 0 |
-1 2 -1 0
o -1 2 -1 ... ...
K= : : : Do (4.56)

[ A?Qq/k + éo ]
A?Qs /K
f= : (4.57)
Aq:QQL/k:
—2qAx/k
6]
®2
b= : , ¢ e RET! (4.58)
oL
| P41 |
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Exacta Ar=1/3 Ar=1/6

x 10} 10} Error 10} Error

/31 0.2200 | 0.2168 | 0.0033 (1.5%) | 0.2192 | 0.0008 (0.4 %)
23 | 0.4648 | 0.4576 | 0.0071 (1.5%) | 0.4629 | 0.0018 (0.4 %)
1 | 0.7616 | 0.7493 | 0.0123 (1.6 %) | 0.7585 | 0.0031 (0.4 %)

Cuadro 4.4: Tabla : Errores para ¢ — ¢ = 0, ¢(0) = 0, ¢'(1) = 1, para A = 1j3,1f5, con esquema
O(Ax?)

Volviendo al ejemplo de la ecuacién ¢” — ¢ = 0 con condiciones ¢(0) = 0, ¢'(1) = 1 y discretizado
con Ar = 13 (ver figura 4.4), los resultados con este nuevo método pueden observarse en la tabla 4.4.

El error es ahora un orden de magnitud menor y se recupera la convergencia cuadratica. Sin
embargo el sistema ha dejado de ser simétrico. Para recuperar la simetria de la matriz del sistema,
podemos obtener una ecuacién para ¢ y ¢r—1, eliminando ¢4 de las dos tltimas ecuaciones:

AQp _ gAv
2%k k

L — Pr—1 = (4.59)

Nétese que esta ecuacién es la misma que la (4.50) pero con el agregado del término Ar2Qp/2k
en el miembro derecho. De hecho, esta misma ecuaciéon puede obtenerse planteando un balance de
energia en el intervalo [L — 1/2, L]Az. El sistema total es:

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
o -1 2 =1 ... ...
K= : : : Do (4.60)
o -1 2 -1
i 0 0 -1 1 |
A%'QQ%/If + ¢o
Ax k
£ @/ , (4.61)
A2Qy J2k — gAx K
b1
¢ = ¢:2 , ¢eRF (4.62)
oL
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4.2. Problemas no-lineales

Consideremos el siguiente problema uni-dimensional, no-lineal debido a la dependencia de k con
la temperatura:
d do¢
— k(¢p)—| = —Q(z 4.63
& [0 %] = -aw (4.63)
Mencionaremos a continuacién algunos otros problemas de la mecédnica del continuo que presentan
no-linealidad:

» Material hiperélastico: E = E(e), G = G(€), coeficientes eldsticos dependientes de las deforma-
ciones

» Flujo potencial subsénico (compresible): V - [p(|V¢|)V¢] = 0, donde ¢ es el potencial v = V¢,
v=velocidad, p=densidad. Aqui p juega el papel de la conductividad en el problema térmico.
En contraste con aquel, p depende de las derivadas de ¢, y no del valor de ¢.

La regla en estos casos es diferenciar en forma conservativa. Llamando ¢ al flujo:

do
= k(op)— 4.64
b=k (164
La ecuacién de balance para el nodo [, puede ser escrita a segundo orden como:
Vipty — Vi1
- _ 4.
; Q1 (4.65)

donde 1, indica el valor de ¢ en nodos ubicados en el punto medio entre los nodos reales:
L1y = (x; + x1+1)/2. Una aproximacién de segundo orden para los flujos es:

do
¢l+1/2 = k(¢l+1/2) <d$>l+1/2

= k(gr.1,) P O(A?)

= k(hlor + o)) P 1 O(a?) (4.66)

La ecuaciéon resultante para nodos interiores es:
— k(d 1) b + |R(1y) + R(G 1) | b — k(1)1 = Ae?Qpl=1,2,...,L—1  (4.67)
Sumando sobre las ecuaciones sobre [ obtenemos un principio de conservacion discreta:

Yoy, — %y, = —Ar(Q1+ Q2+ ... + Q1) (4.68)

de alli viene el nombre de “esquema conservativo”, ya que reproduce el balance de energia que
satisface la ecuacién del continuo (ver figura 4.5):

/xLzAr/2 Qz)de = — /xLz d <k;(a;)d¢> dz = §o + qr, (4.69)

=Az/2 —o dx dx
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Q(x)

Figura 4.5: Balance global de calor para el problema unidimensional.

Esto es muy importante en problemas donde puede llegarse a esperar variaciones abruptas de las
variables en intervalos muy pequenos, como es el caso de las ondas de choque (“shock waves”) en
fluidos compresibles.

El sistema de ecuaciones es ahora no-lineal:

K(¢)p = t (4.70)

y no puede resolverse, en general, en forma cerrada, pero puede resolverse en forma aproximada

generando una sucesién de valores ¢°, @', ..., ¢", ... de tal forma que converja a la solucién exacta
del sistema (4.70):

¢" — ¢, paran — oo (4.71)

Una forma apropiada de generar estas sucesiones es llevando el sistema anterior a una forma de
“punto fijo”:
¢ = O(o) (4.72)

donde O es un mapeo de IR”*~! en si mismo, facilmente evaluable. Ademés, debe elegirse un vector
de inicializacién @ y la secuencia se genera recursivamente como:

@™t = 0(¢") (4.73)

En la préctica, esta forma de recurrencia es ejecutada un nimero finito de iteraciones N, de tal manera
que ¢" esté suficientemente cerca de ¢. Obviamente, como no conocemos ¢, el criterio para detener

. . .z . N , _ n 2
el proceso iterativo, no puede basarse en una evaluacién directa de ||¢" — @||. Aqui, ||[v]| = /D ;= v}

es la norma Lo del vector. Una posibilidad es analizar la diferencia entre dos iteraciones consecutivas
de la sucesion:

o™+ — M| < € (4.74)
donde € es la “tolerancia” deseada. Este criterio puede hacerse adimensional poniendo:
N+1 _ 4N
™ ~¢71 _ (4.75)
17

Este criterio puede ser engafioso, por ejemplo, si la sucesion estd convergiendo muy lentamente.
Un criterio més robusto se basa en el residuo del sistema de ecuaciones:

IR(6™)ll

<e€ (4.76)
]
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donde el residuo R se define como:

R(¢’) = K(¢')¢/ — f (4.77)

y el factor ||f|| en el denominador ha sido agregado para hacer el criterio adimensional.
El valor de la tolerancia ¢, en ambos casos, depende de multiples factores:

= Obviamente, cuanto menor sea la tolerancia mayor es el costo computacional. La mayoria de
los métodos exhiben convergencia lineal, de manera que veremos que el costo computacional es
proporcional a loge.

= Debido a errores de redondeo, es de esperarse que, ambos criterios no puedan bajar méas alld de un
cierto valor €pach. Con esto queremos decir que ||R(¢")|| > €mach para n — oo, en vez de tender
a cero, como seria en una maquina de precisién infinita. Para problemas bien condicionados,
y si el criterio ha sido convenientemente adimensionalizado la precisién de la maquina estd en
€mach = 10713,10716, si todos los caculos se hacen en doble precisién. Si los caculos se hacen en
simple precisién entonces la precisién cae a: €maen = 1076, 1078,

» Debe recordarse siempre que ¢ (la solucién exacta al problema discreto) posee un error debido
a la discretizacién. Llamando ¢* a los valores nodales de la solucién del continuo, tenemos que:

(" —¢*) = (¢" — @) + (¢ — ¢") (4.78)

El error que interesa es el miembro izquierdo de esta desigualdad, es decir, el error con respecto
a al solucién del continuo. El primer término del miembro derecho es el error en la resolucion
del sistema no-lineal, mientras que el segundo es el error de discretizaciéon. A medida que se
itera, el error de resolucién se va reduciendo, hasta anularse, en el limite:

Jim (oY — ") = & - o] (4.79)

Este expresién quiere decir que, por mas que se itere, el error con respecto a la solucion exacta
no va a bajar del error propio de discretizacién. De poder estimarse, el error de discretizacion,
puede fijarse la tolerancia en una fraccién (digamos 1/g) del error de discretizacién. Poner una
tolerancia méas baja, aumenta el costo sin mejorar notablemente la solucién.

4.2.1. Ejemplo

El esquema de iteracién puede ponerse simplemente como:
¢ = K(¢))'f (4.80)

La implementacién es muy simple. En la figura 4.6 vemos el esquema aplicado a la resolucién de
una ecuacién unidimensional k(¢)¢ = f, con k(¢) = ¢™, m = —0.7 y f = 1. Nétese que el esquema
puede ser también puesto de la forma:

¢ f
Pt = Wf =g (4.81)
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(solucion) ¢5

Figura 4.6: El esquema de punto fijo (4.80) aplicado a un problema undimensional con k(¢) = ¢~%7.

k(¢)o ]

Figura 4.7: Idem, para k(¢) = ¢~ 1.

Dado el valor de ¢/, se puede obtener una pendiente aproximada entre el punto P; = (¢/, k(¢?)¢/)
y el origen O. La interseccién de esta recta con y = f marca el nuevo punto ¢/*1. El esquema es
convergente si k(¢)¢ es mondtona creciente. En caso contrario es divergente (ver figura 4.7, para el
casom = —1.5. Esta condicién se cumple en muchos casos fisicos, ya que estd asociado a una condicién
de estabilidad del sistema. Pensemos por ejemplo en un resorte no-lineal, para el cual k es la constante
del resorte, ¢ la elongacién y f la fuerza aplicada. Entonces k(¢)¢ creciente quiere decir: a mayor
elongacion, mayor fuerza, lo cual coincide con el criterio de estabilidad. Sin embargo, la convergencia
puede ser muy lenta, como por ejemplo en la figura 4.8, que corresponde a m = —0.9, f =1, ¢9 = 3.

4.2.2. Método secante

Consideremos por simplicidad un problema de un sélo grado de libertad:

¢ =0(¢) (4.82)

Supongamos que ¢’ esta suficientemente cerca de la solucién ¢, de maner que podemos hacer un
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n=0.1
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Figura 4.8: Idem, para k(¢) = ¢0.

desarrollo de Taylor alrededor de ¢:

Pt =0(¢) + O'(¢ — ¢) + 160" (¢" — ¢)? (4.83)
pero ¢ es un punto fijo de O, de manera que O(¢) = ¢. Reemplazando en (4.82):
P =0 =0"(¢) —¢) +1K0"(¢) — ¢)* (4.84)

Si |O0’] < 1 entonces podemos ¢’/ ! estard todavia més cerca de la solucién y podremos despreciar
el término cuadratico para todo los j.

|7 — ¢ < Cl¢? — ¢ (4.85)
con C' = |O'|. A este tipo de convergencia se le llama, “convergencia lineal”. Usando en forma
recursiva esta relacion:
|7 =gl <Cl¢/ ™ — ¢l < C*¢7 2 — 9| < ... < C7|¢° — g (4.86)
Ademaés, podemos poner:

R(¢') ~ R(¢) + R (¢ — ) = R(¢ — ¢) (4.87)

De manera que (4.86) puede ponerse como:
[R(¢”)] < C7|R(8")] (4.88)
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Es comun graficar log|R| en funcién de j:
R(¢7)
R(¢)

De manera que, asintoticamente, es una recta de pendiente log C. Cuanto més pequeiio es C, més
empinada es la pendiente y se llega a una dada precisién con menos iteraciones.

log ‘ <jlogC (4.89)

4.2.3. Meétodo tangente
El sistema puede ser también puesto en forma de punto fijo como:

¢=0¢— % (4.90)

donde J(¢) se definird més adelante. La constante C' es, en este caso:

o d{¢_k(¢)¢—f}’

~ldg J(9)
= ’1 - R/‘];2R‘]/ (4.91)
En ¢ vale que R(¢) = 0, de manera que:
C=[1-R/J] (4.92)

Si J se parece mucho a R’ entonces C es muy pequeno y la tasa de convergencia es muy alta. El
caso 6ptimo es poner J = R/, en cuyo caso la convergencia deja de ser lineal y pasa a ser “cuadrdtica”:

|77 — ¢l < Cl¢7 — P (4.93)

Esta estrategia es el “método de Newton” o “tangente”. Cuando J # R’ entonces decimos que es
u n método “secante”, si bien por supuesto se debe tratar que J ~ R’. La estimacién correspondiente
para residuos es:

R(¢") < CR(¢)’ (4.94)

Usando esta estimacion en forma recursiva:

R(¢") < CR(¢"™)’ (4.95)
< CM"2R(gn2)* (4.96)
< o2 R(gn2) (4.97)
< C1+2+4+...+2"—1R(¢0)2” (4.98)
= ¥ 1R(¢%)*" (4.99)
_ % [CR(#%)]”" (4.100)
log R(¢") < —log C — 2" log(C'R(¢°)) (4.101)

Esto es una exponencial cuando se grafica como log R en funcién de j (ver figura 4.9).
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convergencia lineal
10-1 No— | g |
—_
10-3
_ \ ~
(]
S 104
D
0 \
E o5
\ convergencia cuadrética |
10-6
\/
10-7 \
10-8
o 2 4 6 8 1o 12 14 16 18 20

n (iteraciones)

Figura 4.9: Tipos de convergencia lineal y cuadratico.

4.3. Precision y nimero de puntos en el esquema de diferencias
finitas

Ahora veremos como generar esquemas en diferencias de una forma general. Veremos que para una
aproximacion para un cierto orden de derivacién se requiere un nimero minimo de puntos y que cada
vez que querramos aumentar el orden de aproximacién, deberemos incrementar el niimero de puntos
en el stencil.

Consideremos N puntos arbitrarios {xl}f\i 1, ¥ expandamos los valores de ¢; = ¢(x;) alrededor de
un cierto punto xo (que no necesariamente debe coincidir con uno de los z;, [ > 1).

o1 = o+ o (v — w0) + B) Yol — 20)* +
et (z)(N—l) (Il - -TO)N_1 + O(‘$ _ ‘N) (4 102)
! (N —1)! e '

Ahora suponemos que el stencil se va reduciendo, hacia el punto xy pero manteniendo las distancias

relativas invariantes, es decir:
Av; = x; — x9 = €& (4.103)

con &=cte y € — 0. Poniendo el sistema anterior en forma matricial:

¢=Ad+ Ve (4.104)
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donde:
®o
b= fl : (4.105)
oL
oo
P €
d= : (4.106)
¢l(N*1‘)6N—1
1 & 5§/2 g‘i/w—lﬂ
- _ |
A T é? 52/2 | 5 /(?V 1! (4.107)
1 &y &/2 - &Y/ (V=1

y e es un vector que depende en principio de € pero cuyas componentes se mantienen acotadas al
hacer tender ¢ — 0. Resolviendo el sistema lineal, podemos obtener una expresion para cualquiera de
las derivadas, digamos, por ejemplo, la k—ésima:

N
B e = Z cri(pr — €Vey) (4.108)
=1

Ahora bien, A no depende de € de manera que tampoco dependen los coeficientes de su inversa cy;,
de manera que:

N
gy) =" Z e+ O(eN ) (4.109)
=1

De manera que llegamos a la siguiente regla simple que vincula la el orden de la derivada k, el niimero
de puntos del stencil N y el orden de la aproximacién p:

p=N—k (4.110)

En particular, si se quiere aproximar una derivada k-ésima, entonces es necesario al menos £+ 1 puntos
para que la aproximacién sea “convergente” es decir p > 1. Por ejemplo, podemos obtener la derivada
de primer orden k = 1 con precisiéon O(Az)? (p = 2), con N = 3 puntos. Por el contrario, para la
derivada segunda (k = 2) s6lo podemos esperar una precisién O(Ax) (p = 1) con N = 3 puntos. En el
caso de una malla de paso constante, y con diferencias centradas se puede obtener una precisién un
orden mayor por cuestiones de simetria.
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YA

¢ = ¢1(z)
Figura 4.10: Problema bidimensional de conduccién del calor rectangulo.

4.4. Método de diferencias finitas en mas de una dimensioén

Empecemos por un dominio rectangular con condiciones Dirichlet (ver figura 4.10):

k @4-(92—(]5 =—Q(z,y), enQ={z,y/0<x<L,, 0<y<L,} (4.111)
0$2 ayz - ay 9 - 7y — = x> — y — Yy .
¢(0,9) = ¢1 (4.112)
¢(x,0) = ¢2 (4.113)
O(Laz,y) = 3 (4.114)
¢(x, Ly) = da (4.115)
Generamos una malla de paso constante Ax, Ay (ver figura 4.11):
L L
Ap = 2% ] 4.11
v y= (116)
llamamos “nodo Im” al punto de coordenadas:
(1, ym) = ((Ax,mly), 0<I<L, 0<m<M (4.117)

4.5. Aproximacion en diferencias finitas para derivadas parciales
Consideramos una expansion en z de la forma (ver figura 4.12):

¢l+1,m = (b(xl + AT; ym) (4'118)

¢ A\ 1 QxZ ?
= + — —+ —_— < <1 4.11
(xbym) <6‘I>lm /2 (6:62 l+917m’ / N 61 N ( 9)
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Yu= Ly_

Figura 4.11: Malla homogenea de diferencias finitas.

Igual que en 1D, se obtienen expresiones aproximadas para las derivadas de primer y segundo
orden:

<gi>lm N W +O(Ar) (4.120)
<gi>lm N W +O(Ar) (4.121)
<gi)lm - mﬂ’mQle_l’m +0(a?) (4.122)
<gj£>lm = et~ 22;? En g o(ar?) (4.123)

y expresiones similares en y.
La discretizacién se hace remplazando las derivadas segundas por diferencias de segundo orden
para los nodos interiores:

k (¢l+1,m - 2(z)lm + Qslfl,m ¢l,m+1 - 2(z)lm + Qsl,ml)
2 + 2
Ax Ay

=—Qparal=1,...,L—1 (4.124)
m=1,....M—1

y las condiciones de contorno:

¢0m:(54(ym) m:O,...,M

¢10:¢1x1) lZO,...,L

(
¢Lm:¢2(ym) ’I?’L:O,...,M
gblM:gEB(:L‘l) l:OavL

(4.125)
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(

ISR N N U S S

O)
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\/
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m-1- - -—©O

Figura 4.12: Nodo tipico en una malla estructurada bidimensional.

El sistema es, como siempre:

Ko =f (4.126)

donde K es ahora una matriz tri-diagonal por bloques:

[ K -I 0 0 i
-I K -I 0
k o -I K -I ... ... ... ..
-I K I
i 0 -I K |
siendo K: _ )
4 -1 0 0
-1 4 -1 0
_ 0o -1 4 -1
K= (4.128)
-1 4 -1
i 0 -1 4 |
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Yu—
Y.

Figura 4.13: Orden de numeracién de los grados de libertad en el sistema lineal.

(esto es para el caso especial Ax = Ay). El vector de incdgnitas es:

o1 ]
P12
®13

d1,M-1
$21
P22
¢23

. (4.129)

G2, M1

dr—11
dr—1,2
ér—1,3

L ¢r—1,M—1 |

que corresponde a haber numerado las incégnitas primero segin y y después segun x (ver figura 4.13).

4.5.1. Stencil del operador discreto

Consideremos la fila de la matriz correspondiente a la ecuacién para el nodo Im. De todos los
coeficientes s6lo cinco son no nulos, correspondiente al nodo en cuestién y los cuatro vecinos. Estos
coeficientes son los mismos para todos los nodos de la malla, y entonces podemos caracterizar el
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{
o

=
T'.'

m+1. o« o
1 |4
m —O0—Q®——O0—
-1
m-1- - - O O o— -
.I-l .I .I+1

Figura 4.14: Stencil de 5 puntos para el operador de Laplace en 2D.

operador discreto por una sola de las lineas. Para ser més grafico atin, podemos poner los coeficientes
en los nodos asociados. A esto se le llama el stencil o estrella del operador discreto. Para el caso de
la ecuacion de Poisson que estamos tratando, con Ar = Ay, el stencil obtenido consta de 5 puntos
involucrados y tiene como coeficientes 4 para el nodo central y -1 para todos los otros (ver figura 4.14)

4.6. Resolucion del sistema de ecuaciones

4.6.1. Estructura banda

Consideremos el caso L, = 3, L = 3, L, = 5, M =5, Av = Ay = 1, por simplicidad (ver
figura 4.15). La matriz es:

K = (4.130)
0 -1 0 0 -1 4 -1 0
0 0 -1 0 0 -1 4 -1
0O 0 0 -1 0 0 -1 4 |

vemos que los elementos no nulos se encuentran sélo sobre la diagonal y sus cuatro codiagonales
superiores e inferiores, es decir (ver figura 4.16):

K;j = 0,para |[i — j| > a (4.131)

con a = 4. Toda matriz que satisface (4.131) para algin a es llamada una matriz banda y a el
ancho de banda de la matriz. Obviamente, el interés surge cuando a es mucho menor que la dimension
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N\
J

Figura 4.15: Malla de diferencias finitas para un problema con condiciones Dirichlet.

N de la matriz, que es el caso para las matrices de elementos finitos. Veremos que en ese caso se
puede ganar mucho tanto en requerimientos de memoria para factorizar la matriz, como en tiempo de
procesamiento. Podemos ver que en el caso que nos ocupa a = M — 1.

4.6.2. Requerimientos de memoria y tiempo de procesamiento para matrices ban-
da

Consideremos una matriz simétrica de N x N, con ancho de banda a. Puede verse que al factorizar
la matriz por un método de eliminacién tipo Gauss o Cholesky los elementos fuera de la banda no
se “llenan”, esto es, siguen siendo nulos después del proceso de factorizaciéon. Mediante algoritmos
especialmente disenados, se puede trabajar sélo sobre las diagonales activas de manera que sélo se
requieren almacenar N + (N — 1)+ (N —2) +---+ (N — a) & Na elementos, contra los N(N +1)/2
elementos que hace falta almacenar, si no se tiene en cuenta la estructura banda de la matriz. El factor
de ganancia en memoria es:

(almacenamiento matriz banda) _ 2a (4.132)

(almacenamiento matriz llena) N

Consideremos ahora el costo computacional en términos de tiempo de CPU del método de eli-
minacion de Gauss para una matriz llena. Para eliminar la primera columna, debemos hacer N — 1
operaciones de fila, cada una de las cuales tiene N elementos, lo cual requiere N (N — 1)e operaciones,
donde e es el nimero de operaciones necesarios para eliminar un elemento. Usualmente se necesita
una suma y una multiplicacién, de manera que e = 2, sin embargo, dependiendo de la maquina y
de detalles de implementacion, debe tenerse en cuenta las operaciones de traer los elementos desde
la RAM el procesador y de incrementar los contadores. Para eliminar la segunda columna, debemos
realizar N — 2 operaciones de N — 1 elementos, es decir (N — 1)(IN — 2)e operaciones. El nimero total
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K-0

ij=

=z

Figura 4.16: Definicién del ancho de banda de una matriz.

de operaciones es de:

(Costo computacional matriz llena) =

=[N

(N-1)+(N—-1)(N-2)+..+3x2+2x1]e
N
=1

Si la matriz es banda, entonces en la primera columna solo hay a + 1 elementos no nulos. Por lo
tanto, solo debemos hacer a operaciones de fila. Ademas, en cada una de las filas sélo los 2a primeros
elementos estan dentro de la banda, de manera que deben efectuarse 2ea® operaciones para eliminar
la primera columna. Para las otras columnas, ocurre algo parecido y el costo total es:

(Costo computacional matriz banda) = N x 2ea® = 2eNa? (4.134)

La relacién de costos es:

(Costo computacional matriz banda)  2eNa? _ ( a )2 (4.135)

(Costo computacional matriz llena) ~ eN3 N

Para fijar ideas, consideremos el caso de una malla de L = M = 200 nodos. El nimero total de grados
de libertad es N = (L — 1) x (M — 1) ~ LM = 40000. El ntimero total de elementos a almacenar
como matriz llena es ~ N2/2 = 8.0x108 elementos. En el caso de utilizar doble precisién esto equivale
a 6.4Gbytes de memoria RAM. Utilizando almacenamiento banda tenemos a = 200 y el nimero de
elementos a almacenar es Na = 200 x 40000 = 8000000, 64.0Mbyte de memoria en doble precisién.
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Yu—
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Figura 4.17: Numeracién alternativa para reducir el ancho de banda.

Con respecto al costo computacional, para la matriz llena es 400003 /3e = 2.1x 10'3e operaciones,
mientras que para matriz banda es de sélo 2 x 2002 x 40000e = 3.2 x 10%¢ operaciones. Considerando
e = 2 y una velocidad de procesamiento de 1Gflops (1 Gflop=10Y operaciones de punto flotante por
segundo) los tiempos de procesamiento resultan ser de:

4.3x10"flops

(tiempo de CPU matriz llena) = % 109Hops/scc = 11.9 horas (4.136)

3.2x10%flops
1 x 10%flops/sec

(tiempo de CPU matriz banda) = = 6.4 segundos (4.137)

4.6.3. Ancho de banda y numeraciéon de nodos

El ancho de banda es altamente dependiente de la numeracion de los nodos, esto es, del orden en
que las incognitas son puestas en el vector ¢. Por ejemplo si la numeracion se hace primero en = y
después en y (ver figura 4.17):

11
$21
®31

dr-1,1
¢ = : (4.138)
d1,M-1
G2,.M—1
$3,M -1

| dr—1,M—-1
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Figura 4.18: El dominio de resolucion de resolucién €2 es “embebido” en una malla homogénea.

entonces el ancho de banda pasa a ser de a = L — 1. La regla es, entonces, numerar siempre primero
en aquella direccion en la cual hay menos nodos.

4.7. Dominios de forma irregular

El método de diferencias finitas seria de muy poca utilidad si s6lo pudiera aplicarse a dominios de
forma rectangular. Existen basicamente dos posibilidades para extender el método a un dominio de
forma arbitraria como en la figura 4.18. (©, ® indican ventajas y desventajas del método, respectiva-
mente):

» Considerar al dominio inmerso en una malla homogénea (ver figura 4.18). En este caso el
esquema para los nodos interiores es el mismo como el que consideramos hasta ahora.
e La generacién de la malla es muy sencilla (©)
e Deben generarse ecuaciones especiales para los nodos en el contorno (®)

e En principio no hay posibilidad de ‘“refinar” la malla en ciertas partes (®)

» Ajuste del contorno (“boundary fitting”) (ver figura 4.19): La idea es encontrar una transfor-
macién de coordenadas que lleve el dominio irregular en cuestiéon a un rectangulo. La ecuacion
original es transformada siguiendo las reglas clésicas y finalmente se resuelven las ecuaciones
transformadas en el dominio transformado.

e La generacion de la malla es relativamente compleja, incluso para dominios relativamente
simples (@)
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Figura 4.19: La malla es generada por mapeo de una malla homogénea sobre un rectangulo al dominio

Q.

e Los esquemas en diferencias, tanto para nodos interiores como nodos de contorno se obtienen
facilmente por los métodos estandar (@)

e La malla suele estar mas densa en ciertas partes que en otras. Esto puede ser una ventaja
o desventaja dependiendo de si el lugar donde la malla estd mas densa es un punto donde
se necesita mayor precisién o no (@®7?)

e Admite cierto grado de refinamiento (©)

4.7.1. Inmersién del dominio irregular en una malla homogénea

Como se mencionara, aqui el punto delicado es el hallar férmulas en diferencias para los nodos en
contacto con el contorno. Consideremos por ejemplo la figura 4.18.. Haciendo un zoom de una regién
cerca del contorno, tenemos una disposicién como en la figura 4.20. Suponiendo que la condicién de
contorno es de tipo Dirichlet, debemos encontrar ecuaciones en diferencias para un nodo como el P.
Considerando que la malla es homogénea (PT = PS = Ax, PQ = PR = /Ay) y definiendo:

PU PV
-~ <1 - <1 4.1
po=b (4.139)

A PS>

podemos hacer un desarrollo de Taylor para ¢ y ¢y :

— a 2 82¢) 3 83¢
¢T - ¢P + A’B <8$>P + I/QAT <ax2>P + 1/6AT <ax3>Pl (4140)
Br) 920 3o
pv = o¢p— plx (81‘>P + 1/2,U2A752 <a$2>P - 1/6H3AT3 <31'3>P2 (4.141)
con
P € |P,T], Pye[PV] (4.142)
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/

|
Ay
Q

o/

/ My
X !

><P
e

7

AX

Figura 4.20: Diagrama general de los nodos sobre la malla regular en la zona cercana al contorno del
dominio de resoluciéon. Frmulas especiales en diferencias deben ser desarrolladas para los nodos como

el P

La derivada de primer orden se puede obtener, a orden Azx?, haciendo una combinacién lineal de

o1 v ¢y de forma de que se cancelen los términos que contienen la derivada segunda.

por = oy = (2~ or-+ 2+ e (52) +o(ar?)
r/p

de manera que:

o0\  pPor —ov — (u¥ —1)op 2
(31‘)1» N Arp(p+ 1) + Ol

La derivada segunda se puede aproximar de:

2 (%9 _ o¢ 3
wet (55), = ermon-an(G) o)

2 2
_ B —Axu or — v — (" —1)¢p O(Az3
o — dp Acp(p+ 1) + O(Az?)

poT + dv — (1 + 1)op 3
O(Ax
p(p+1) +OlA)

de donde:

%9\ por+ oy — (u+1)ép
<3w2> Pl aernar oW
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Nétese que para = 1 (PV = PS) se recupera la férmula centrada de segundo orden. Por el contrario,
la expresion anterior es de primer orden y, de hecho es imposible generar una aproximacion de segundo
orden para la derivada segunda con 3 puntos en una malla irregular (Confiérase a la seccién anterior
donde se explica la relacién entre precisién, nimero de puntos y orden de la derivada).

Finalmente, el sistema de ecuaciones se halla planteando las ecuaciones en diferencias para los
puntos interiores sobre una malla regular, mientras que para los puntos como el P sobre el contorno,
las ecuaciones son de tipo:

pér+dv — (u+Dép  AMrtéuv—A+ép  Qp

(e + 1) A AN+ 1) Ay T2k

(4.149)

Debe recordarse que esta expresion es O(Ar) de manera que sélo puede esperarse una tal conver-
gencia.
Para condiciones de tipo Neumann, el problema es aiin méas complicado.

4.7.2. Mapeo del dominio de integracion

Consideremos, por ejemplo, resolver el problema:

V- (kVe) = -Q (4.150)
En notacién tensorial: 5 96
v (kami) =-Q (4.151)

Como fue adelantado, aqui se trata de encontrar una transformacién de coordenadas:

x = (1,32, 23) = N = (11,72, 73) (4.152)

de tal forma que en la variable 77, el dominio de integracién sea un retangulo. La transformacién
de las ecuaciones se hace por la “regla de la cadena”:

¢ _ 0¢ On;
— = . 4.1

donde J denota la matriz del jacobiano de la transformacién y V,, es el operador gradiente con
respecto a las coordenadas 7. Usando caculo tensorial, podemos plantear la ecuacién diferencial en
términos de:

» derivadas de las incégnitas y los datos (propiedades del material) con respecto a las coordenadas
transformadas, e.g.: (0¢/0n;), etc...

» propiedades de la transformacién como: jacobianos, tensores métricos, factores de escala, (cono-
cidos).

Continuando con la ecuacién de Poisson, su transformacion es:

0
2 (1ayeh22) - o s
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donde:
gij =lg " )ij (tensor métrico contravariante) (4.155)
oxy, Oxp, . .
" =lgl;; = — tensor métrico covariante 4.156
7 =lel = G o ( ) (1156)
gl/2 =(det g)1/2 (determinante de la transformacion) (4.157)

La ecuacién transformada puede ser reescrita como una ecuacién quasi-drmonica con una conductivi-
dad anisotroépica:

i (i) =
| kijo— ) =-Q 4.158
8772' J anj ( )
donde:
l%ij :k:gijg% (conductividad anisotrépica equivalente) (4.159)
Q Igl/zQ (término fuente equivalente) (4.160)

4.7.3. Coordenadas curvilineas ortogonales

Un caso particular es cuando la transformacion es tal que las superficies 7; =cte son ortogonales
entre si en el sistema x;. Puede verse que la condicién para que esto ocurra es que el tensor métrico
de la transformacién satisfaga:

B i 0 0
gi=1 0 K2 02 (4.161)
0 0 K2

h; es llamado el factor de escala de la coordenada transformada 7;. Se desprende que 91/2 = hihshs.
La ecuacion del calor en coordenadas curvilineas ortogonales es:

0 [ hohs a¢> 0 <h1h3 8¢)> 0 <h1h2 0¢ )]
— — |+ — — |+ =— — || = hihah 4.162
[3771 < hy Om On2 \ ha On Ons \ hs On3 thahs @ ( )
4.7.4. Ejemplo
Sea resolver la ecuacién del calor en una cascara esférica:
Ting < 7 < Text
Q={r,0,p}tales que ¢ —7/2< 0 <7/2 (4.163)
-1 < p<m
con condiciones de frontera Dirichlet en la cdscara exterior e interior:
¢ (rext,intv 97 80) = (Z)Texty"‘int (07 90)7 _7T/2 < 0 < 77/27 —m < 2 < T, (4'164)
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donde las coordenadas esféricas estan dadas por la transformacién usual:

x = rcosf cosy (4.165)
= rcosf sinp (4.166)
z = rsinf (4.167)
Los factores de escala son:
h, =1
hg =r (4.168)
hy =1 cost

de manera que la ecuacién transformada es:

9 (12005022 4+ 2 90) 0 (L 99) _ >
o <r 00898r> +80 <008989> +8<,0 <cos€8g0> =r“cosfQ (4.169)

Se contruye una malla homogénea en coordenadas transformadas, dada por una serie de (I 4 1) x
(J+1) x (K + 1) puntos Py, cuyas coordenadas (r;,0;, ) estan dadas por:

i = Tint + (4/1)(Text — Tint) 1=0,...,1
0; =7/2(1—¢9) [-1+2(j/T)]  j=0,...,J (4.170)
o =7[—1+2(k/K)] k=0,...,K

donde 0 < ¢y < 7 tiene el fin de evitar la singularidad en los polos §# = +m/2. La ecuacién para el
nodo ijk es:

iyl ik = 9 i—1p Qo itk — dp45-1 Ay iik+1 — 9y iik—1
rithik  Ari-thik | 10ijthk  10ij-hk | Teijkth  Aeiik—h = 12 cos 0; Qi (4.171)

A Ad Ap
donde: p p
9 it1jk — Pijk
Grit b = Tip1y €080 #
Gij+1k — Pijk
gij+ipk = COS0, 1, W (4.172)
1 Qi1 — bigk
Toisktle = cos 0; Ay
y
T T + ar
itlhp =TT T
& 2 (4.173)
0 1, =0+
JHe T VT

La ecuaciones (4.171-4.173) son conservativas y precisas de segundo orden.
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Figura 4.21: Transformacién de un “elemento” de volumen A&, An por una transformacién conforme.
No sélo los angulos interiores permanecen aproximadamente rectos, sino que la relacién de aspecto
permanece inalterado.

4.7.5. Mallas generadas por transformacién conforme

Una clase especial de transformaciones pueden generarse mediante la teoria de variable compleja
llamada transformacién conforme. Si bien estd es valida sélo para 2D, puede combinarse con otras
transformaciones para generar mallas tridimensionales.

Una transformacién conforme (z,y) — (£,7n), se basa en definir dos variables complejas z = x + iy
y w = £ 4 in y poner la transformacién en forma de una funcién analitica: w = f(z) con f analitica.
Las transformaciones conformes son un subconjuto de las transfomaciones obtenidas por coordenadas
curvilineas ortogonales. No sélo las lineas & =cte, n =cte son ortogonales entre si, sino que los factores
de escala son iguales he = h,,. Esto significa que un elemento rectangular e en coordenadas &, n (ver
figura 4.21) es mapeado por la transformacién en otro €’ de forma aproximadamente rectangular con
angulos interiores «, 3§ ~ 900) y con, aproximadamente, la misma relacién de aspecto (BB'/AA" ~
An/AE).

Por ejemplo, la transformacién de coordenadas z = exp(w), equivale a la transformacién:

x =€ cosn
(4.174)
Y= et sinn

y es muy similar al cambio de coordenadas de cartesianas a polares. Por ejemplo, un dominio rectan-
gular como el ABCDEF (ver figura 4.22) es transformado en una corona circular. Nétese que el Ar
entre sucesivas capas de nodos va aumentando con el radio. Lo interesante es que esta variacion es tal
que la relacién de aspecto se mantiene constante, como fue mencionado en un marco mas general.
Las transformaciones conformes pueden ser concatenadas de forma de poder obtener dominios bas-
tantes mas complicados. Por ejemplo, a la transformacién (4.174) se puede aplicar una transformacién

((docver curso-cfd-0.0.2-15-gb72220a ’clean) (docdate Sun Sep 30 12:31:24 2007 -0300) (proc-date Sun Sep 30 12:33:23 2007 -0300)) 106



CAPITULO 4. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS
Seccién 4.7. Dominios de forma irregular

Figura 4.22: Un rectangulo es transformado en una corona circular usando la transformacién expo-
nencial z = e".

lineal para correr el centro del circulo interior O de z(O) = 0 a z1(O) = 1 + e, manteniendo el punto
B en z =1 (ver figura 4.24). La transformacion es:

z1=1+(1—-¢€)(z—1) (4.175)

A continuacién una “transformacion de Joukowski” lleva la corona circular al exterior de un perfil
aerodindmico (ver figura 4.23):

22 =1 (zl + le> (4.176)

La circunferencia interior ABC' es transformada sobre el contorno del perfil, mientras que el circulo
exterior DEF es transformado en una curva cercana a una circunferencia. Usualmente, se supone que
sobre esta circunferencia el flujo no estd perturbado para poder imponer las condiciones de contorno
apropiadas. El punto B en z; = 1 es transformado en el borde de fuga (T'E = “trailing edge”, mientras
que el punto A = C es transformado en el borde de ataque LE (“Leading Edge”).

Otro ejemplo de transformacion podemos observarlo en las figuras 4.25, 4.26, donde el dominio
rectangular ABCDEF en el plano w es mapeado por la transformacién z = w? en el dominio indicado
en la figura 4.26.
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Figura 4.23: Transformacion de Joukowski. El ci rculo interior es mapeado sobre el perfil mientras
que el exterior es mapeado sobre un cuasi-circulo al infinito.
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I
it
R

Figura 4.24: Transformacién intermedia para correr el centro del circulo, manteniendo el punto z = 1
fijo.
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I |
= E >
. |
0r & c’
1 | 0 | 1

Figura 4.25: Dominio rectangular en el plano w.

Ny

s

TR
BT,

TR
TR

Figura 4.26: Dominio transformado en el plano z = wh.
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4.8. La ecuacién de conveccion-reaccion-difusion

Consideremos el transporte de una sustancia de concentracién ¢ en un medio fluido con campo de
velocidades v y difusividad & > 0. Ademads consideramos que ¢ s consume con una reacciéon quimica de
cinética de primer orden, con constante ¢ > 0 y que hay una produccién de ¢ dada por una densidad

de produccién g

con condiciones de contorno

D¢

Dt
+v-Vo=kAp—cp+g

=kAp—cod+yg

¢ = (5, en F¢
99
k% =gq, enly
0
—kﬁ =h(¢—¢n), enTy

on

Los términos involucrados en (4.177) se denominan

= Término temporal
v - V¢ = convectivo o de transporte
kA¢ = difusivo
c¢p = reaccion

g = produccién

(4.177)

(4.178)

(4.179)

Tanto v como ¢, g y k pueden ser funciones de la posicién y del tiempo v = v(x,t), etc... Las

dimensiones de las costantes es
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4.8.1. Interpretaciéon de los diferentes términos

Los términos de reaccién y produccién pueden agruparse como —c(¢ — ¢eq), donde ¢eq = g/c es
la concentracién de ¢ que esta en “equilibrio local” con la produccién. En estado estacionario y con
condiciones homogéneas tal que ¢ no depende de x entonces ¢ — ¢eq. (Nota: si g = f(¢) entonces los
zeros de f son puntos de equilibrio. )

Para entender mejor el significado de los diferentes términos involucrados vamos a considerar
algunos casos particulares.

No hay dependencia espacial. Si consideramos que ¢ no depende de x (¢ # ¢(x)) entonces los
términos convectivo y difusivo son nulos y llegamos a una ODE para el valor de ¢ (constante en todo
el dominio)

0
9 ¢ oot 0 sy
cuya solucién es
¢ = Qeq + (p(t=0) — ¢eq)e_6t (4.182)

y vemos que ¢ decae exponencialmente hacia ¢¢q. Podemos deducir de esto que en zonas donde los
gradientes son bajos ¢ tiende a aproximarse a @eq.

0.6

0.4

0.2

6=100-
%0 0.2 0.4 0.6 08 xL 1

Figura 4.27: Concentracién para diferentes valores del mdulo de Thiele
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Reaccién difusiéon. Ahora, si incluimos la difusién, pero estacionario y con v = 0, entonces la
ecuacion es

kAG — c(§ — doq) = 0 (4.183)

Si ¢eq = cte, pero la condicién de contorno es ¢, # ¢eoq entonces ¢ va a tratar de estar cerca de
¢eq en el interior del dominio, yendo suavemente hacia ¢, en los contornos. La rapidez con la cual el
valor interior empalma con la condiciéon de contorno dependera de la importancia relativa entre c y k.
Consideremos, para fijar ideas, el siguiente problema

kAp—cp=0, en0<zx<L

4.184
=1, enzxz=0,L ( )

entonces la solucién es

cosh(f(z/L —1/2))
¢ = cosh(872) , 0 =+/c/kL (4.185)
donde 6 es el “mdédulo de Thiele” o “niimero de reaccion”. La solucion se observa en la figura 4.27 y
vemos que para numeros de Thiele altos la solucién se pega al valor de equilibrio en el interior del
dominio y empalma con la condicién de contorno en una capa limite de esperor \/m = L/0. Estas
capas limites representan grandes gradientes para la solucién y pueden aparejar problemas (falta de
convergencia) para los métodos numéricos.

En el caso térmico ¢ es la temperatura, k la difusividad térmica y g una fuente de calor distribuida.
¢ puede provenir de una reaccién endotérmica proporcional a la temperatura. Tambien en el caso 2D
el término —c(¢ — ¢peq) puede pensarse como un término de enfriamiento Newtoniano.

Notar que si v = 0, los restantes términos sélo contienen derivadas espaciales de orden par (0 6 2)
y por lo tanto son invariantes ante inversién de coordenadas (x — —x). Esto dara lugar después a que
las matrices de los métodos numéricos resulten simétricas.
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Adveccién difusién. En el caso estacionario ((0¢/0t) = 0) y si no hay reaccién ni produccién
(¢c,g = 0) queda la “ecuacion de adveccion-difusion”. Consideremos el caso 1D en un intervalo de
longitud L con condiciones Dirichlet

0¢ 0%¢
v@x k@xZ 0, en0<z<L

¢=0, enx=0
¢o=1, enz=1L

(4.186)

Esto representa el transporte de temperatura ¢ por un fluido con difusividad k y velocidad v. La
soluciéon puede encontrarse por métodos operacionales estandar, proponiendo soluciones de la forma
e resolviendo el polinomio caracteristico en A y buscando la combinacién lineal que satisface las
condiciones de contorno. La solucién resulta ser

e2Pe(z/L) _q oL

_ _ v 4.1

(ver figura 4.28). Para valores de v muy pequenos la soucién se aparta poco de la solucién de conduccion
pura

¢=z/L (4.188)

A medida que v aumenta las temperaturas bajan ya que el movimiento del fluido tiende a contrarrestar
el efecto de la condicién de contorno en x = L y refrigera mas que cuando el fluido estd quieto.
La importancia relativa de ambos términos (difusivo y convectivo) se puede cuantificar a través del
“nimero de Péclet” Pe dado por (4.187). A medida que el Pe aumenta, el gradiente de ¢ se concentra
mas y mas cerca de la pared z = 1, formando una capa limite de espesor

§ = O(k/v) = O(L/Pe) (4.189)

De nuevo, estos altos gradientes son una fuente de problemas para los métodos numéricos.

Si la velocidad se invierte entonces la discontinuidad se produce en x = 0 que es la nueva salida
(r = L es la entrada).

Una forma diferente de ver este fenémeno es considerar que, a medida que &k — 0, el problema
se hace cada vez més advectivo (Pe — 00). Ahora bien, para el problema advectivo puro la ecuacién
es de primer orden y por lo tanto requiere de una sola condicién de contorno. La teoria de sistemas
hiperbdlicos indica que la condicién de contorno debe aplicarse donde las lineas caracteristicas entran.
El valor de la variable en un contorno donde las caracteristicas salen resulta de la integracién de la
ecuacion dentro del dominio. Si se pretende imponer un valor diferente como condicién de contorno
Dirichlet, la diferencia se absorbe en una capa limite.

Debido a que la ecuacion de adveccién pura propaga los valores a lo largo de las caracteristicas,
también se pueden producir altos gradientes en el interior del dominio. Por ejemplo consideremos
advecciéon pura en u dominio rectangular ADD’A’ como se muestra en la figura 4.30. El flujo entra
por el lado AA’ y sale por DD'. La condicién a la entrada es ¢ = ¢ donde ¢ contiene un salto cerca del
punto W. El transporte convectivo tiende a propagar esta discontinuidad a lo largo de la caracteristica
WW' pero debido a la difusion la discontinuidad se va suavizando y termina en un escalén suavizado
a la salida DD’.

((docver curso-cfd-0.0.2-15-gb72220a ’clean) (docdate Sun Sep 30 12:31:24 2007 -0300) (proc-date Sun Sep 30 12:33:23 2007 -0300)) 114



CAPITULO 4. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS
Seccion 4.8. La ecuacion de conveccion-reaccion-difusion

1 T T T
0.8 f
0.6
0.4 =0

Pe=
0.2 ] _Pe=30
Pe=3
Pe=10 | Pe=100
0 I | 1 B
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.28: Solucién al problema de adveccién pura 1D con coeficientes constantes

contorno de salida

contorno de entrada

capa liimite

| “solucién inviscida

A B distancia a lo largo de la caracteristica

Figura 4.29: Sistemas fuertemente advectivos en 2D
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D

Figura 4.30: Discontinuidad interna propagada desde la condicién de en un sistema fuertemente ad-
vectivo

((docver curso-cfd-0.0.2-15-gb72220a ’clean) (docdate Sun Sep 30 12:31:24 2007 -0300) (proc-date Sun Sep 30 12:33:23 2007 -0300)) 116



CAPITULO 4. METODO DE DIFERENCIAS FINITAS
Seccion 4.8. La ecuacion de conveccion-reaccion-difusion

4.8.2. Discretizacién de la ecuacion de adveccién-difusion

1
0.8
v=10
0.6
0.4 v=20
0.2 v=40
) v=100
0 v=500
-0.2
-0.4
-0.6 : : : :
0.8 T e R ERTREERMEERNE IS -
-1 i i i i
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 4.31: Solucién numérica al problema de adveccién difusién con un esquema centrado

Consideremos el problema 1D de adveccién difusién a coeficientes constantes (4.186). Consideremos
una malla uniforme de N segmentos de longitud Ar = L/N. Los nodos son z; = (j — 1)Ax, para

Jj=1,..., N+ 1. Una discretizacién centrada de segundo orden es
Pjt1 — i1 Pj+1 — 29 + dj—1
—k = 4.1
v 5 5 0 (4.190)

Notar que la derivada de primer orden introduce un término antisimétrico. Este esquema funciona
bien mientras la velocidad se mantenga por debajo de un cierto limite, que resulta ser vei = 2k/Arx
(En la figura k = 1 y el nimero de puntos es N = 20, de manera que Az = 0.05 y veiy = 40). Para
velocidades mayores la solucién numérica se vuelve oscilatoria y para velocidades mucho més grandes
que la critica las oscilaciones contaminan todo el dominio. Nétese que la velocidad critica se produce
cuando el Peclet de la malla es

Pear = o = 1 (4.191)
Estas oscilaciones pueden asociarse a un falta de estabilidad del esquema numérico, sin embargo
el esquema es estable, estrictamente hablando, ya que si refinamos suficientemente entonces Pea,
pasard a ser menor que uno y se recupera la convergencia O(Az?). Sin embargo vemos que si tomamos
la estimacion de error estandar

|Eg|| < C2a?, (4.192)

la constante C' depende de Pe. O sea, no existe un C' independiente de Pe tal que (4.192) valga para
todo Ax y Pe, es decir no se puede obtener una cota de error uniforme sobe Pe. Bajo esta definicién
de estabilidad mas estricta el esquema es inestable.
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4.8.3. Desacoplamiento de las ecuaciones

Si consideramos las ecuaciones discretas del esquema centrado (4.190) para Pe — oo, es decir
k = 0, obtenemos

Pj+1 — i1 .
- =0,7=2,...,N 4.193
v 2 2 7] ) ) ( )
Esta ecuacién dice que
017 00Oy T = et = (4.194)

ON+1 = PN—1 = ON_3 = ...
Entonces, si N es impar existe una solucién que es
0 ; sij= impar
¢ = o b (4.195)
1 ; sij= par

y por otro lado no existe solucién si IV es par.
Se dice que hay un “desacoplamiento” de las ecuaciones para los nodos pares e impares, lo cual es
asociado normalmente a una falta de estabilidad del esquema numérico.

4.8.4. Esquemas de diferencias contracorriente (upwinded)

1.1 T | T ! ! ! !

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0

-0.2
-0.4
-0.6

-0.8
-1

-1.1 i i
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Figura 4.32: Diferentes propuestas para el pardametro de estabilidad

Notemos que, en el caso de adveccién pura (Pe = co) la solucién numérica deberia ser

0 ;sij<=N
¢j={ o (4.196)
1 ;sij=N+1
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y esto se lograria si reemplazamos la derivada centrada en (4.193) por una derivada lateral a izquierda
(también llamada “contracorriente” o “upwinded”)
vwzo,jzz,...,N (4.197)

Pero esto se puede reescribir como

Gjt1 — i1 VAT Qi1 — 205 + i1
v L 5 / —0 (4.198)
o, poniendo kyuym = vAx/2,
Pjt1 — -1 Pj+1 —20; + i1
v L b ) —0 (4.199)

donde knum es una difusion “numérica artificial” que “estabiliza” el esquema. Notar que, si v < 0,
entonces el esquema debe estar decentrado a derecha

bjr1 — &)

v (4.200)
y entonces debe ser knyym = —vAz/2, de manera que, en general
Knum = |U|2Ar (4.201)
Ahora bien, para Pe < co podemos tomar
p Qi1 = i1 (4 ) $i+1 =20 + b1 _ (4.202)

20z Ar?

Este esquema no presenta mas inestabilidades y para Pe > 1 se aproxima al upwindado pero para Pe
pequenos sigue agregando difusion, incluso para Pea, < 1 cuando sabemos que el esquema es estable,
resultando en un esquema demasiado difusivo. Entonces surge la idea de tratar de reducir la difusién
numérica para valores de Pea, pequenos. Notemos que (4.201) puede reescribirse como

[ |“|2Ar — k[Peay| = kPey f(Peas) = % F(Peas) (4.203)

con

f(x) = sign(x) (4.204)

de manera que podriamos reemplazar la “funcién de upwinding” sign() por otra que anule la difusién
numérica para |Pea,| <= 1, por ejemplo podemos usar

Enum = % fl(PeAx) (4205)
con
sign(x) ; si|x]>1
fi(z) =8 (z) | |z| (4.206)
0 ;osix] <=1
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o también, para hacerlo mas continuo

sign(x) ; si|z|>1
alw) = { Ml (4.207)
x ;sifz| <1
Puede demostrarse que, si elegimos f(x), como la siguiente “funcién magica”
o) = ale) = o — (1.208)
z)=oa(r) = —— — — .
3 tanh(z) =

entonces, en este caso simple se obtiene la solucién exacta (4.187) (de ahi el nombre de funcién magica).
Sin embargo, esto sélo vale mientras el problema sea 1D, con coeficientes constantes, paso de la malla
constante y sin término fuente. De todas formas es una funcién de upwinding interesante, ya que en
forma muy suave satisface todos los limites necesarios.

Como (da/dz) |z=0 = 5 otra funcién comunmente utilizada es

) z/3 x| <3
fa(z) = {Sign(x) 2> 3 (4.209)

4.8.5. El caso 2D

El primer intento por extender el esquema upwindado a 2D (o 3D) es agregar una viscosidad
numérica segin cada una de las direcciones principales de la malla. Sea un dominio rectangular 0 <
x < L, 0 <y < Ly, dividido en N, N, intervalos de longitud A = L, /N, Ay = L,/N,. Los puntos
de la malla estdn ubicados en xj, = ((j — 1)Ax, (k — 1)Ay) y sea ¢(xji) = ¢; . Ademas, consideremos
v = (vg, vy) = cte,

Pj+1,k — Pj—1k Y ikl — Pjh—1

Y. Y.y
. — 20 - . — 2. .
_ (k + kraium) ¢]+1,k Z);,Qk + ¢] 1Lk (k + krymm) ¢j,k+1 E;,Qk + ¢],k 1 —0 (4'210)
donde A
Ko = = f(Pey)
UyQAy (4.211)

kgum - 2 f (Pey)

Este esquema resulta ser estable. Si el flujo esta alineado con la malla, es decir v, = 0 0 v, = 0, entonces
el esquema reproduce exactamente sus virtudes en el caso 1D. En general la viscosidad numérica es
“anisotropica”, por ejemplo, si v = (v,0) entonces

vAx
kE = —— f(Peg
kl'ylllm = O
0, en forma tensorial
Ko = | om0 (4.213)
num — 0 O .
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y, en general, k,,, es un tensor anisotréopico, con ejes principales a lo largo de los ejes principales de
la malla.

Si consideramos una velocidad cruzada con la malla, entonces el esquema resulta ser demasiado
disipativo. Por ejemplo, consideremos v = v (1,1)/v/2, y Az = Ay = h. Entonces

Ar
krzlum = kgum = knum = UJDQ f(PeI) (4.214)
es decir que el tensor de difusién numérica es escalar
k 0
knum = |: e :| = knum I2><2 (4215)
0 knum

donde I5«5 es el tensor identidad de 2 por 2. Ahora bien, si consideramos un sistema de coordenadas
alineado con la velocidad, es decir 2’ || v e ¢’ L v, entonces el tensor difusividad numérica sigue siendo

K _ [ knum 0

num 0 kn m
u

:| = knum I2><2 (4216)

mientras que lo deseable seria tener una difusividad segin z’ pero no segiin v’

lx
Koo [ kngm 8 ] (4.217)
con h
K = =5 f(Pey) (4.218)

donde el subindice s indica valores segin la linea de corriente, asi por ejemplo

hs = V2h
vh, (4.219)
2k

Peg =

Antitransformando el tensor (4.217) a los ejes © — y obtenemos

vh
kij = = sis; f(Pes) (4.220)
donde § = v/v es el versor segun la linea de corriente.
Finalmente el esquema es

itk — Pj-1k Pik+1 — Pjk—1
Ve Y -

2h v 2h
. _ 2 . _|_ .
- (k’ + k?num,xw)gbﬁrl’k 232’16 (bj Lk
el — 2655+ Biae
(ko B ) DL 20T O
ey i1 k41 — ¢j+1,k714;2¢j71,k+1 T hj1k1 _ 0. (4.221)
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Para el caso Ar # Ay tenemos

o itk — G-k 4o ikl — Pjh—1
* 2Ax Y 2y

- (k? + knum xw)gbj—i_l’k _ 2¢j’k + ¢j_17k’

A’L‘2
Pjkt1 — 205k + Oj -
() P51 2 i
iy LA ¢j+1”22;fyj‘”““ TOIl g (4.99)

Notar la expresién en diferencias de la tltima fila que es una aproximacién O(ArAy) para (82¢ / 8m8y).

>

Figura 4.33: Definicién del tamafio de la celda segin la linea de corriente

Falta definir la expresion general para hs en funcién del angulo que forma v con la malla. Existen
varias propuestas para esto, no siendo ninguna de ellas totalmente satisfactoria. La mas simple podria
ser tomar alguna media de los pardmetros de la malla h = (Av + Ay)/2 o h = /ArAy. Notar que
en realidad estas definiciones no son “segiin la linea de corriente”. Consecuentemente, es de esperarse
que puedan ser muy sobre- o sub-difusivas en ciertos casos. Una posibilidad mejor es tomar la mayor
distancia dentro de la celda a lo largo de una direccién paralela a v como el segmento AB en la
figura 4.33. La expresién resulta ser

hy = min 2% (4.223)
i |sgl

4.8.6. Resolucion de las ecuaciones temporales

Hasta ahora vimos como discretizar las ecuaciones espacialmente para obtener un estado estacio-
nario. Consideremos ahora un problema no estacionario. La idea es primero discretizar en el espacio,
tal cual como se ha hecho hasta ahora. Por ejemplo consideremos la ecuacion de adveccion-reaccion-
difusién lineal 1D,

0 0
aff + va—i =kAp—cp+g (4.224)
entonces un esquema estabilizado posible es
L G0 bjt1 = 26; + b1 + o
b +v % — (k + kpum) 2 L LT — (4.225)
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donde ¢ significa la derivada temporal de ¢. Estas ecuaciones representan un “sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias” (ODE’s) acoplado

¢+Kp=Tt. (4.226)

Al mismo puede aplicarse una serie de esquemas de integracién temporal, por ejemplo

n+l  n
% + Ko¢" =f", forward Euler
¢n+1 _ ¢TL
—x  TK ¢"t = "1 backward Euler (4.227)
n+l _ n n+1 n
¢ N ¢ +K ¢ 2+ ¢ = f"+1/2, Crank Nicholson

Donde ¢(t") = ¢", t" = nAt. El método de forward Euler permite avanzar un paso de tiempo con
un costo en tiempo de procesamiento y memoria de almacenamiento muy bajos, ya que no necesita
resolver ningun sistema lineal. Por el contrario, en los otros dos casos sf se necesita resolver un sistema.
Si el problema es lineal, entonces podemos notar que la matriz del sistema K es constante (no varia
con el tiempo) de manera que podemos factorizarla una vez y posteriormen hacer solamente una
retrosustituciéon. De todas formas el tiempo y memoria necesarios para avanzar un paso de tiempo en
el backward Euler es mucho mayor que para el forward. Pero el forward tiene la limitacion de que,
para pasos de tiempo grandes la solucién se hace inestable y diverge. El paso de tiempo critico viene
dado por

h h?
Mg < mi - — . 4.228
erit < Min (U 4k:> (4.228)
Notar que estos criterios pueden ponerse como
v kI

donde Co, Fo son los ntimeros adimensionales de Courant y Fourier.

4.9. Solucién exacta al problema de conducciéon del calor con gene-
racién constante en un cuadrado
Ecuaciones de gobierno
Ap=—-1, 0<z,y<1
¢ =y (4.230)
¢ = 07 T,y = Oa 1

Proponemos un desarrollo
o.]
o(x,y) = Z aji, sin(jmz) sin(lmy). (4.231)
Jik=1

Este desarrollo satisface las condiciones de contorno y representa una base completa. Por simetria
podemos descartar los términos para j,k pares, ya que involucrarian funciones antisimétricas con
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respecto a x,y = 12. Aplicando el operador de Laplace obtenemos

[e.e]
(5% + k?) i, sin(jrz) sin(lry) = 1
Jk=1

(4.232)

Multiplicamos miembro a miembro por sin(Irz) sin(mny) e integrando sobre el cuadrado. Usando que

1
/ sin(l7z) sin(jrx) de = Yhd;
0

L 2/(wl) ;i
/ sin(lrz) der = /(xl) 5 Limpar
0 0 ; | par

De manera que

4
1/4772(j2 + k2) Ajk = 57—

[, m impares).
gyt B pares)

Es decir que
16

ajk = m, (l, m impares).

Pero
+1 ; ppar

sin((2p + D)7z)|,_1, = sin((p + 1o)m) = sp = {_1 . p tmpar

De manera que el valor maximo de ¢, que ocurre en el centro del cuadrado, es

o0

16s;s _
Jmax ¢(z,y) = 6(h o) = D, me% ~ 0.073671 4+ 10~°
=HY= l,m=1, impar
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Capitulo 5

T'écnicas de discretizacion

Habiendo presentado en la primera parte los modelos mateméaticos que rigen el movimiento de
los fluidos y estableciendo el conjunto de ecuaciones que gobiernan el caso general y algunos otros
particulares ahora estamos en condiciones de pasar a tratar algunos aspectos numéricos relacionados
con el diseno de los esquemas mas cominmente empleados en fluidodindamica computacional. Una de
las técnicas més empleadas en fluidodindmica computacionalha sido la de diferencias finitas. Esta fue
una de las primeras en aparecer y conserva vigencia a pesar de algunas restricciones propias de la
técnica. Su alta eficiencia para la resolucién de problemas definidos en geometrias sencillas lo hace
muy atractivo y es muchas veces la mejor opcién cuando existe la posibilidad de mapear el dominio
real en otro completamente regular y estructurado. Su definicién se basa en aproximar los operadores
diferenciales por otros denominados operadores en diferencias que se aplican a un vector de datos que
representa la solucién en un conjunto finito de puntos en el dominio. Esta forma de discretizar un
operador diferencial es una alternativa y no la tinica para tal fin. Desventajas claras del método como
su dificil implementacion en problemas gobernados por geometrias arbitrarias hizo que en los ultimos
anos gran cantidad de investigacion en el area de fluidodindmica computacionalse volcase al uso de
otras técnicas alternativas. La mayoria de las mismas se pueden presentar bajo un método general
conocido como el método de los residuos ponderados (WRM).

5.1. Meétodo de los residuos ponderados

5.1.1. Introduccion

Este método es conceptualmente diferente a aquel empleado en diferencias finitas ya que asume que
la solucién a un problema planteado puede ser analiticamente representable mediante una expansién
del tipo:

M

m=1
donde en general a,, forman un conjunto finito de coeficientes con M la dimensién del espacio finito

dimensional empleado y N, las funciones analiticas conocidas y elegidas para representar o expandir
a la solucion del problema. Estas funciones son cominmente denominadas soluciones de prueba y su
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eleccién hace a la diferencia entre una vasta cantidad de métodos numéricos, como veremos en breve.
La funcién 9 es introducida con el proposito de satisfacer las condiciones de contorno del problema.
Sea I' el contorno del dominio €2 del problema, entonces la eleccién de la funcién ¢ es tal que

Ylr = ¢Ir

5.2
Nm|p =0 Vm ( )

De la eleccion de @ y N,, dependera la calidad de la soluciéon y la convergencia del método
numérico a medida que se refina la discretizacién, o sea que M — oo. Este requisito denominado
completitud esta sustentado fuertemente en bases matematicas con lo que a diferencia del método
de las diferencias finitas esta clase de técnica goza con el apoyo de sélidos conceptos matematicos
de teoria de operadores, analisis funcional y andlisis numérico. Si bien nuestra aplicacion sera la de
obtener soluciones a ecuaciones a derivadas parciales un buen ejercicio para introducir los conceptos

de aproximacion es el caso simple de aproximar una funcién conocida a priori con una expansion del
tipo (5.1) .

Aproximacién puntual de funciones

Este caso simple consiste en dada una funciéon ¢ aproximarla por qg bajo el requisito que ambas
coincidan en M puntos distintos elegidos arbitrariamente sobre §2. Este requisito conduce a un sistema
de ecuaciones algebraicas lineales en el conjunto de pardmetros incégnita {am;m =1,2,..., M}.

Para graficar la explicacién supongamos una funcién a aproximar como

¢ = sin(—1.87x) + x graficada en la parte superior izquierda de la figura 5.1 en trazo lleno.

En la misma figura se muestra la funcién lineal ¢ que satisface las condiciones de contorno, o sea

P(z=0)=¢(x=0)=0
Y(@x=1)=¢(x=1) =sin(—1.87) +1

La rutina Ej_2.0.m permite definir una aproximacién a ¢ usando una cantidad M de términos
a eleccion del alumno. En la figura 5.1 se grafica en la parte superior izquierda en linea de puntos
la soluciéon numérica obtenida con 2 términos y a su derecha el valor absoluto del error donde como
vemos este vale cero en un conjunto de puntos equidistribuidos cuya cantidad coincide con M. Las
dos graficas del medio corresponden a M = 3 mientras que las dos de abajo representan solamente el
error que se comete cuando M =4y M = 9.

La forma de construir el sistema de ecuaciones algebraicas a resolver es bastante simple. Se debe
reemplazar (5.1) para los M puntos interiores al dominio e igualarlos a los valores de la funcién ¢ en
esos nodos. Esto, para el caso de M = 2 genera lo siguiente:

P(x1) + Ni(z1)ar + No(z1)az = ¢(x1)
P(x2) + Ni(x2)ar + No(z2)az = ¢(x2)

(M Neo) (o) (o =vten)

(5.3)
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Figura 5.1: Aproximacién de una funcién por ajuste puntual
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La figura 5.2 muestra como varfa el error en un grafico semilogaritmico siendo su convergencia del
tipo espectral. En general el error en la aproximacién se puede escribir como:

(lel) = on™

log(le]) = log(C) + Mlog(h) (5:5)

por lo que la pendiente en el grafico nos da una idea de la convergencia en funcién de la discretizacion.

Convergencia

10

10

10

log(|EJ)

10

10

10
10 10

log(M)

Figura 5.2: Convergencia de la aproximacién

Aproximacion por series de Fourier

Usando la teoria de series de Fourier es posible aproximar una funciéon ¢ arbitraria siempre que
esta cuente con un numero finito de discontinuidades y de extremos locales, cosa que casi siempre
ocurre en las aplicaciones. Entonces la aproximacién se escribe como:

M
. mnx
pr =1+ ) amsin—- 0<z<L, (5.6)
Ly
m=1
La inherente completitud de que gozan las series de Fourier le confiere la propiedad que al incre-
mentar la dimensién del espacio de trabajo la precision mejora.

5.1.2. Aproximacion por residuos ponderados

A continuacién se presenta un método general que permite hallar los coeficientes de (5.1) siendo las
dos formas anteriores casos particulares del mismo. Definamos el error o residuo Rg, en la aproximacién
como:

Ro=9¢—¢ (5.7)
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siendo ésta una funcién de la posicién en el dominio 2. En la figura chapV-1 hemos presentado
funciones de este tipo. La idea es que en lugar de pedir que esta funcién Rgq sea idénticamente nula
en todo el dominio le pedimos que integrada mediante alguna funciéon de peso esta sea nula, es decir:

/Wl(gb—é)dQ:/WlRQdQ:o 1=1,2,....M (5.8)
Q Q

con W; un conjunto de funciones de peso independientes. Entonces en lugar de pedir que (Z) — ¢
como M — oo le pedimos que chapV-7 se satisfaga para todo [ como M — oo. De alguna manera se
puede verificar que esto ultimo equivale a asumir que Ro — 0 en todo el dominio. Reemplazando (;3 de
(5.1) en (5.7) obtenemos un conjunto o sistema de ecuaciones algebraicas lineales para los coeficientes
incognitas a,, que puede ser escrito en forma genérica como:

Ka=f
aT:(a1 as ... aM)
Klm:/WledQ 1<lm<M (5.9)
Q
sz/Wl(¢—1/1)dQ l<i<M
Q

Una vez que la funcién ¢ se conoce la aproximacién se define mediante la eleccién de 1 y las funciones
de peso W; y de prueba N,,. Diferentes funciones de peso dan origen a diferentes métodos, todos del
tipo de residuos ponderados.

Método de colocaciéon puntual

En este método las funciones de peso son de la formas:
Wy =0(z — ) (5.10)

con 0(z — z;) la funcién delta de Dirac. Esto equivale a anular el residuo en un conjunto finito de
puntos x;, o sea es similar a la aproximacién por ajuste puntual. La matriz K y el vector derecho se
calculan como:

Ky = Nm(xl) fi= [¢ - w]x:xl (511)

Método de colocacién por subdominios

1l <<z
W, = ! b (5.12)
0 z<zx,2> 2141

donde en este caso se requiere que el error integrado sobre cada una de estas subregiones sea nulo.

Ky, = - Ny dx fl = / " (¢ - ¢)d$ (513)

Ty 1
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Método de Galerkin

Es uno de los més populares métodos y se basa en elegir
W, = N; (5.14)

con lo cual el sistema a resolver estd formado por:

Ti41 Ti+1

Klm = Nledl‘ fl = Nl(gb — @D)dl‘ (5.15)

x] Zy

Este método goza con la ventaja de que la matriz del sistema es simétrica Si elegimos como funciones
de prueba y de peso aquellas que conforman la base de un desarrollo en series de Fourier se puede
demostrar que el sistema queda reducido a una simple expresién para los coeficientes a,, ya que la
matriz del sistema es diagonal. Esta caracteristica tan particular se debe a que la base elegida es
ortogonal con lo que fQ NN, d2 =0 [ #m.

Otros pesos

En general existen muchas posibles elecciones de la funcién de peso. Entre las mas conocidas atin
no presentadas podemos mencionar el método de los momentos donde W; = z!~! donde se requiere
que no solo la integral del error sea nula sino algunos de sus momentos. Otro método del estilo de
los presentados bajo el método de los residuos ponderados es el método de los cuadrados minimos.
Comunmente definido como la minimizacién de un funcional formado como:

I(ay, a9, ... ay) = / (¢ — $)2dD) (5.16)
Q
la idea es hallar un extremo de dicho funcional mediante % = 0, que al introducirla en (5.16)
produce que
/(¢> — )N =0 (5.17)
Q

habiendo usado el hecho que 3—2 = N; a partir de (5.1) .
(5.17) equivale al método de Galerkin y es un caso particular del mismo.

5.1.3. Residuos ponderados para la resolucién de ecuaciones diferenciales

En la seccion anterior hemos visto como utilizar el método de los residuos ponderados para aproxi-
mar funciones conocidas analiticamente o aquellas en donde conocemos su evaluacién en un conjunto
discreto de puntos. En esos casos el residuo estaba asociado a la diferencia entre la funcién a aproximar
y la aproximante. En esta seccion trataremos el caso de la resolucion de ecuaciones diferenciales, en
donde el residuo viene dado por la diferencia entre un operador diferencial aplicado a la funcién a apro-
ximar y el mismo operador aplicado a la aproximante. En el primer capitulo hemos hecho un repaso a
los modelos fisicos y matematicos que gobiernan muchos de los problemas de interés en fluidodindmica
computacional. Para comenzar con un caso simple tomemos un operador diferencial sencillo como la
ecuacion de Poisson,
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Funciones de prueba que satisfacen las condiciones de contorno

En esta seccién trataremos el caso de funciones aproximantes que satisfacen exactamente las con-
diciones de contorno a través de la eleccién apropiada de las funciones de prueba. Sea el problema de
Poisson:

Alp) =Lp+p=0 en ()
_ 9.9y, 9.9

Lo = (%(Faax) + 8y(K8y) (5.18)
p=Q

donde k puede ser la conductividad térmica de un material y @ el flujo de calor aportado por una
fuente y en este caso ¢ seria la temperatura. En el caso lineal x y ) son independientes de ¢. En
general un problema de valores de contorno como éste para estar bien planteado requiere definir las
condiciones de frontera. Estas en general pueden ser escritas como otro operador diferencial, del tipo:

B(¢p) =Mop+1r=0 sobre T’ (5.19)

En general existen diferentes tipos de condiciones de frontera. Las méas conocidas son del tipo:

Mo =¢ r=—¢ sobre Ty, DIRICHLET
Mo = —fi? r=—q sobre I', NEUMANN (5.20)
" :
Mo = —%% + ho r=—ho sobre I'qt MIXTAS

Aproximando la solucién mediante funciones del tipo (5.1) y eligiendo

My = —r

(5.21)
MN,, =0 sobre I'

entonces QAS automaticamente satisface las condiciones de borde chapV-19 para todos los valores de a,.
Aplicando el operador diferencial a la funcién aproximante (5.1) y asumiendo que las funciones de
prueba y sus derivadas son continuas tenemos:

. M
b P=1+ Y anNy

m=1
- M
o9 équ B % ON,,
or  dxr Oz + Z m ox (5-22)

26  Rd 2 L 82N,
02 ~ 7~ oa? T 2 g

Aqui se requiere que hasta la segunda derivada sea continua. Cuando en las préximas secciones anali-
cemos el método de los elementos finitos veremos como estas restricciones seran debilitadas. La forma
en la cual hemos construido la aproximacién garantiza el cumplimiento de las condiciones de borde
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y entonces nos queda que (;AS debe satisfacer solo la ecuacién diferencial en el interior del dominio.
Sustituyendo ¢ en (5.18) :

M
Ro=A(d) = L+p =L+ (D amlNn) +p (5.23)
m=1

obtenemos el residuo de la misma con £ asumido un operador lineal. Una vez definido el residuo
aplicamos el método de los residuos ponderados

M
/ WiRqdS) = / Wi £+ (3 anlNo) +p}d =0 (5.24)
Q Q m—1
Esta ecuacion contiene M incégnitas, entonces aplicando esta misma ecuacién paral =1,2,..., M se

obtiene un sistema de ecuaciones algebraicas que pueden ser escritas en forma compacta como:

Ka=f

Ky = /QWlﬁdeQ 1<lm<M (5.25)

—/VV;de—/VVl&/JdQ 1<I<M
Q Q

El procedimiento requiere calcular los coeficientes de las matriz y del miembro derecho y luego invertir
el sistema para calcular los coeficientes con los cuales se obtiene la solucién aproximada al operador
diferencial de (5.18). Ya que las funciones de prueba elegidas para aproximar la solucién tienen soporte
global entonces la matriz de coeficientes serd llena y no tendrd estructura de banda, tipica de los
métodos de diferencias finitas y elementos finitos. Ademads, en lo anterior nada se ha dicho acerca
de la eleccién de las funciones de peso con lo cual uno puede aplicar todo lo anterior a las distintas
alternativas mostradas en secciones anteriores.

A modo de ejemplo calcularemos la solucién al siguiente problema de valores de contorno unidi-
mensional:

Ejemplo 1D Hallar qg solucion aproximada de la siguiente ecuacién diferencial

d2¢ .
(m _0)=0 (5.26)
ple=1)=1

De acuerdo a las definiciones generales presentadas antes las condiciones de borde y las funciones de
prueba elegidas son:

Mop=¢ r=20 enx =0
Mop=¢ r=-—1 enz=1
Y=z

Ny, = sin(mrz)

(5.27)
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La eleccion de ¢ y N, es arbitraria, existen muchas otras posibles alternativas a estas pero aqui usa-
remos la base trigonométrica. Aplicando el método de los residuos ponderados y la definicién de los
coeficientes de la matriz y el vector del miembro derecho tenemos:

1
Ky, —/ Wi(1 4+ m2n?) sin(mnzx)dz
° (5.28)
fi= —/ Wizdx
0

Si tomamos M = 2 dos términos en la expansién y si aplicamos el método de colocacién puntual
obtenemos la siguiente matriz:

K1 = (14 %) sin(7/3) Ko = (14 47?)sin(2/37)
Ko = (14 7%)sin(2/37) Koy = (14 47?) sin(4/37) (5.29)
Si=-1/3 fa=-2/3

mientras que si aplicamos Galerkin en virtud de la ortogonalidad de las funciones de prueba,

1 1
Ky, = / (1 +m?n?) sin(mmz) sin(lrz)dr = (1 + m2772)/ sin(mmx) sin(lrx)dr =
0 0

1 mrx —sin(2mmz)/2 |1

— 1+ mQWZ)% . = Yo(1 + m2n?) (5.30)
ot _ sin(ln) — (im) cos(im)  (—1)!
fi= —/0 zsin(lrx)dr = — in)? =)
tenemos:
Ky = (1 +77) K12 =0
K91 =0 Koy = (1 + 47°) (5.31)
fi= - f2= L
0 2m

La solucién numérica del sistema de ecuaciones resultante da:

a1 = —0.05312 as = 0.004754 COLOCACION PUNTUAL (5.32)
a1 = —0.05857 as = 0.007864 GALERKIN '
La solucién exacta a este problema es del tipo
6= — (e”” - e—f‘) (5.33)
e—1/e '

La rutina Ej_2_1 contiene la resolucion de este ejemplo.

La figura (5.3) muestra a la derecha la solucion exacta, la aproximada por Galerkin y la de colo-
cacién a la cual se le ha removido la funcién 1 = z para poder notar mejor las diferencias. A la
izquierda vemos una distribucién puntual del error donde se alcanza a notar, para este ejemplo, una
mejor aproximacién obtenida mediante el método de Galerkin.
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Ejemplo 2D La ecuacién que gobierna la torsién elastica de barras prismaticas es:

2 2
99 + % = —2G0 (5.34)
ox?  Oy?
donde G es el médulo eldstico de torsion, € es el dngulo que se gira la seccién y ¢ equivale a una
funcién tension que de acuerdo a la teoria es nula en todo el contorno. Detalles acerca de la forma
que se obtiene esta ecuacién pueden verse en libros sobre teoria de la elasticidad, como por ejemplo
Timoschenko [Ti]. Esta ecuacidn tiene la estructura de una ecuacién de Poisson y analogias con otros
experimentos gobernados por la misma ecuaciéon pueden hacerse. Por ejemplo la anterior también
surguria si queremos resolver un problema de conduccion del calor con una fuente aplicada en todo
el voliumen del material asumiendo que en la direccién z la barra es infinita y la temperatura del
contorno estd fija a un valor de referencia.
Supongamos que en este ejemplo GO = 1, con lo cual la ecuacion a resolver se transforma en:

0%¢ 9%

922 + — 92 = -2 x€[-3,3] ,y €[-2,2]

(5.35)
=0 =43 y=42

Aqui apelamos a la intuicién. Siendo el problema simétrico respecto a los ejes x e y deberiamos elegir
funciones de prueba que tengan esta propiedad y satisfagan las condiciones de contorno. Por ejemplo,
si tomamos ¢ = 0 y usamos 3 términos una elecciéon posible seria:

N = cos(mz/6) cos(my/4)
Ny = cos(3mx/6) cos(my/4) (5.36)
N3 = cos(mx/6) cos(3my/4)

La rutina Ej_2_2 muestra el aspecto que tienen estas tres funciones donde se alcanza a apreciar la
paridad deseada.

De esta forma aplicando la aproximacién (5.1), comparando (5.18) con (5.34) y usando la definicién
de la matriz y el vector derecho del sistema algebraico (5.9) que permite calcular los coeficientes a,

tenemos: ) )
8 Ny, 8 N,
K, = / / N5+ )dyda:

fl = —/ / 2Nldyd$
-3J-2

Como vemos, ahora las integrales a calcular son bidimensionales por lo que debe estimarse con més
detalle la forma de realizar el cdlculo. Nosotros aqui solo deseamos mostrar la metodologia a usar y
en este caso estas integrales las realizaremos a mano. Cuando se pretende volcar estos conceptos en
un programa para fines de calculo intensivo deben adoptarse métodos mas eficientes y generales para
tal fin, como por ejemplo la integracién numérica, tema que veremos més adelante cuando abordemos
el estudio del método de los elementos finitos . Analizando (5.37) vemos que la derivada segunda de
funciones tipo cosenos generan funciones cosenos, y considerando la ortogonalidad de estas bases las
integrales en (5.37) se simplifican notablemente.

(5.37)
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La rutina Ej_2_2 contiene el calculo de este ejemplo donde se puede apreciar la forma de calcular
la matriz (diagonal) y el miembro derecho del sistema. En este caso se ha empleado una resolucion
analitica de las integrales. La rutina mejorada Ej_2_2b muestra como puede emplearse una rutina de
integracién numeérica con el fin de evitar tediosos calculos.

La figura (5.4) muestra en la parte superior la solucién obtenida con la mencionada rutina en la
cual se incluye el valor de la tensién maxima que es de 3.103, cercano al teérico de 2.96 5% de error.

Para terminar esta seccién mencionamos que el método de los cuadrados minimos aplicado a la
resolucion de ecuaciones a derivadas parciales no es equivalente al método de los residuos ponderados
de Galerkin. Para ver esto tomemos como antes el funcional definido como:

I(al,ag,...,aM):/QR?)dQ:/Q{Ew—i—(iw:amﬁNm)—|—p}2dQ
m=1

o _, 1=1,2,...,M
Oay (5.38)
/RQaRQdQ:O 1=1,2,...,M
o Oq
0
w, = 2B _ oy,
8@1

o sea la funcién de peso que surge del método de los cuadrados minimoses equivalente al operador
diferencial del problema aplicado a las funciones de prueba. En algunas circumstancias este tipo de
aproximacion es deseable mientras que en algunos casos no.

Funciones de prueba que no satisfacen las condiciones de contorno

Hasta aqui hemos considerado aproximaciones elegidas de forma tal de satisfacer las condiciones
de contorno. Esto muchas veces puede ser dificultoso y antes esto es preciso relajar tal requisito. Para
poder elegir las funciones de prueba independientemente de las condiciones de contorno postulamos
una expansion del tipo:

M
brd=3 anNy, (5.39)
m=1

que no satisface las condiciones de contorno. Entonces el residuo en el interior del dominio (Rg) es
suplementado por otro en el borde (Rr):

Ro=A(¢) =Ld+p

. . (5.40)
Rr = B(¢) = Mo+r
En este caso el método de los residuos ponderados consiste en escribir:
/ Wi RqdS2 —I—/WerdF =0 (5.41)
Q r
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con W, y W elegidas en forma arbitraria e independiente. Reemplazando (5.40) en (5.41) llegamos a
la definicion del siguiente sistema de ecuaciones:

Ka=f

Ky = / WlCdeQJr/WlMdeF 1<lm<M
0 - (5.42)

—/Wlde—/I/VlrdF 1<I<M

Q r

Para ilustrar el procedimiento tomaremos el ejemplo 1D anteriormente presentado.

Ejemplo 1D (chapV-26) versién 2 Aqui resolveremos el mismo problema presentado en (5.26)
con la diferencia que usaremos como funciones de prueba la base N,,, = 2™ ',m =1,2,...

En este caso simple la integral de borde en (5.41) se reduce a la evaluacién del integrando en los
dos puntos extremos de este dominio definido por el intervalo [0, 1]. Entonces

1
/ WiRqdx + [WiRr|z—0 + [WiRr]z=1 =0 (5.43)
0
En este ejemplo usaremos para el peso en el interior del dominio el método de Galerkin W; = N,
mientras que para el peso en el borde W; = —N,|r, entonces:
62¢ - - ~
Nl — ¢)dx — [N1@]z=0 — [N1(¢ — 1)]z=1 =0 (5.44)

Si usamos una expasién en tres términos se llega a la siguiente matriz:
3 3/2 -2/3

K=[3/2 4/3 1/4
4/3 5/4 8/15

5.45
1 (5.45)
f=11
1
La solucién a este problema es:
a; = 0.068 as = 0.632 az = 0.226 (5.46)

Ejemplo 2D - versién 2 Usando como aproximacién la siguiente

b= (4 — ) (a1 + aga® + azy? + agz®y? + asz?)

es obvio ver que la misma satisface las condiciones de contorno en y = £2, mientras que la condicién
x = 43 debe incluirse en el célculo.
Tomando (5.40) y (5.42) y reemplazando la anterior expresién vemos que:

82 82 2 N 2 A
/ / i (,T‘f +2)dyds + [ Widlomady — [ Widloomady =0 (547
—2 —2
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Usando W; = N,y W, = Ni|r se llega a armar el sistema de ecuaciones. La rutina Ej_2_3 muestra
una forma de resolver este problema apelando a las capacidades de calculo simbdlico de MatLab. Se
recomienda editar y leer esta rutina para entender la metodologia que es extensible a otros ejemplos
utilizando diferentes funciones de base.

La figura (5.4) en la parte inferior muestra la solucién numérica obtenida donde se alcanza a ver
que la condicién de contorno en y = +2 se satisface exactamente pero aquella en x = +3 se cumple
solo aproximadamente. Esta es una de las diferencias entre las dos metodologias propuestas. Ademds
la tensién maxima es un poco superior a la obtenida con la primera metodologia alejandose un poco
mas del valor tedrico. La figura chapV-4 en la parte inferior derecha muestra la variacién de la tensiéon
a lo largo del contorno x = 43 en funcién de la coordenada y.

5.1.4. Condiciones de contorno naturales

Como hemos visto en la seccién anterior es posible facilitar la seleccién de las funciones de prueba
sin necesidad de que satisfagan las condiciones de contorno a expensas de un trabajo algebraico mayor
y de una degradacion en la calidad de la solucién. El primer item estd relacionado con la resolucion de
las integrales que permiten el célculo de los coeficientes. En (5.42) vemos que ademads de las integrales
en el interior tenemos la necesidad de evaluar integrales en el contorno del dominio, las cuales pueden
contener operadores diferenciales que complican aiin mas la situaciéon. Aqui veremos que existen ciertas
condiciones de contorno las cuales surgen como las naturales al problema, en el sentido que permiten
cierta cancelaciéon de términos cuando el problema se expresa en su forma débil. Supongamos que
aplicamos el método de los residuos ponderados al problema definido en (5.18) .

/Q W, RodS) = /Q Wl(z:q3+ p)dQ (5.48)

La forma débil de la anterior formulacién integral se obtiene mediante la integracién por partes
que en su version general puede escribirse como:

/Q WiLhdS) = /Q (cm) <D$>d9+ /F W,EdT (5.49)

donde C, D, £ son operadores diferenciales lineales involucrando 6rdenes de derivacion inferiores a
la del operadores £. Usando (5.40) y (5.49) en (5.41) se llega a:

/ (cm) (DgZ)) dQ + / W, EHdD + / W Mdl = —( / WipdS) + / erdF) (5.50)
0 r r Q r
donde lo que se pretende es anular las contribuciones al contorno del miembro izquierdo , o sea:
/ WiEd + WiMgdl = 0 (5.51)
r

Un ejemplo de condiciones de contorno natural que cominmente se tiene en las aplicaciones es
la especificacién de un flujo impuesto en el contorno. Pensando en el problema térmico podemos
imaginar que extraemos calor del contorno de una pieza con una magnitud g especificada. En esos
casos la condiciéon de contorno viene expresada como:
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9¢
—K— =g 5.52
5, = 4 (5.52)
Si hechamos un vistazo a (5.40) vemos que M = a% v si lo que estamos resolviendo es la ecuacién
de conduccién térmica en ese caso el operador £ = a% = M, por lo cual W; = —W satisface (5.51)

simplificando (5.50) a:

/Q(CWz> (Pé)an = —(/QWlde—/Ferdr) (5.53)

En lo anterior hemos utilizado el teorema de Green o su equivalente, la férmula de integracién por
partes. Una versién un poco mas detallada del mismo aplicada a un caso sencillo expresa que:

/Q aVpdQ = — /Q VaBdQ + /F afndl (5.54)

con a y 3 funciones escalares. A pesar que (5.54) incluye solo derivadas de primer 6rden, la técnica
es bien general como lo expresa chapV-46 e incluso se extiende al caso de funciones vectoriales. No
obstante en la mayoria de las aplicaciones los operadores que se trabajan son de relativo bajo érden.

5.1.5. Métodos de solucion del contorno

Hasta aqui los métodos empleados resolvian el problema en el interior del dominio pudiendo tra-
bajar con funciones de prueba que satisfagan o no las condiciones de contorno . Si en lugar de elegir
funciones de prueba que satisfagan las condiciones de contorno elegimos aquellas que satisfacen el
operador diferencial en el interior del dominio el problema se reduce a resolver solo el residuo en el
contorno. Este tipo de estrategia dié lugar al método de los paneles y al método de los elementos de
contorno. De esta forma como las funciones de prueba satisfacen el operador diferencial en el interior

entonces:
M

Ro=A(d) =) amA(Nm) =0 (5.55)
m=1

con lo cual la definicién del método de los residuos ponderados (chapV-38) se reduce simplemente a:
/I/VldeI‘ =0 (5.56)
r

Un solo conjunto de funciones de prueba W;, definidas solamente sobre el borde del dominio deben
definirse. Ademas como el problema se plantea sobre el contorno la dimensién espacial se reduce en
una unidad con lo cual problemas en 3D se transforman en bidimensionales y aquellos en 2D en
unidimensionales. Estas ventajas tiene su contracara en la dificultad de elegir funciones de prueba
que satisfagan el operador diferencial en el interior del dominio. Este es el principal limitante de esta
técnica que se muestra atractiva por todo lo que implica reducir la dimensién espacial. Una de las
aplicaciones mas divulgadas de esta técnica es la resolucion de problemas gobernados por la ecuacién de
Laplace, por ejemplo: conduccién del calor, flujo potencial, elasticidad lineal, y otros. La razén es que
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si pensamos en funciones analiticas de variable compleja z = x + 1y, estas satisfacen automéaticamente
la ecuacion de Laplace. Supongamos una funcién analitica del tipo:

f(z) =u+iv u,v € R (5.57)

luego,
oy
0z
2
g?JJQc:iQf//:_f//
sumando m.a.m. (5.58)
V2 =Viu+iViu =0
= Vu=V%=0

— fl/

df
" __
con f' = L
Por ejemplo tomando la funcién analitica
f(z)=2" (5.59)

Todas las funciones u y v que surgen de (5.59) satisfacen la ecuacién de Laplace siendo todas ellas
candidatas para integrar las funciones de prueba con las cuales armar una funcién aproximante que
satisfaga este problema en particular en el interior del contorno. El siguiente ejemplo muestra una
aplicacion del método de los elementos de contorno al problema de la torsion de una viga.

5.1.6. Sistema de ecuaciones diferenciales

El método de los residuos ponderados en cualquiera de sus versiones puede ser extendido para
tratar el caso de sistemas de ecuaciones diferenciales . Un sistema de ecuaciones diferenciales surge
cuando en el modelo matematico se pretende resolver campos vectoriales en una o varias dimensiones
espaciales o cuando se pretenden acoplar varios campos escalares y/o vectoriales tanto en una como
en varias dimensiones espaciales. En esos casos la solucién a obtener viene representada por un vector

¢={¢1,¢02...} (5.60)
que debe satisfacer ciertas ecuaciones diferenciales, una por cada componente del vector incégnita
A =0
As() =0
la cual en forma compacta puede escribirse como
A1(o)
A(p)=[420D) | =0 en0 (5.62)
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Del mismo modo con las ecuaciones en el contorno

Bi(¢)
B(¢p)=|B2¢)| =0 enT (5.63)

Para cada componente del vector necesitamos definir una aproximacién del tipo (5.1) , que escrita en
forma compacta se expresa como:

M
prdp=1+> Npan (5.64)

m=1
donde N,,, es una matriz diagonal donde en cada término de la diagonal se halla la funcién de
prueba de cada componente del vector incégnita. Del mismo modo las funciones de peso, tanto para
la integral sobre el interior del dominio como para la del contorno son también matrices diagonales.
De esta forma la extension del método de los residuos ponderados escalar aplicado al caso vectorial es

directa.

/ WA (¢)dQ + / W,B(¢)dl' =0 (5.65)
Q T

La mayoria de los casos de interés tanto en la industria como en la ciencia involucran sistemas de
ecuaciones diferenciales .

¢ = {u, v} Elasticidad lineal

¢ = {u,v,w,p} Flujo incompresible viscoso (a) (5.66)
¢ = {¢,w} Flujo incompresible viscoso (b) '
¢ = {p,u,v,w,p} Flujo compresible viscoso

Los problemas de elasticidad bidimensional estdn generalmente formulados en dos variables, los
desplazamientos u,v segin las componentes x e y respectivamente. Los problemas de flujo viscoso
incompresible tridimensional vienen muchas veces expresados en término de las variables primitivas
del problema, las tres componentes de la velocidad y la presiéon. No obstante en 2D muchos prefieren
la formulacién vorticidad w , funcion de corriente 1) que desde el punto de vista computacional tiene
una implementacién més facil y no requiere un tratamiento especial de la incompresibilidad como
lo necesita la formulacion en variables primitivas. El caso de flujo compresible 3D tiene un vector
incégnita con 5 componentes. Esta es solo una breve descripcion de algunos de los casos tipicos donde
se necesita resolver un sistemas de ecuaciones diferenciales . El agregado de modelos adicionales, por
ej. turbulencia u otros, muchas veces también agrega componentes al vector incégnita. Por tltimo en
pos de reducir el érden de una ecuacion diferencial se puede transformar la misma en un sistemas de
ecuaciones diferenciales donde el orden se ha reducido completamente equivalente al original.

5.1.7. Problemas no lineales

Muchos problemas practicos modelados fisicamente producen tanto ecuaciones diferenciales como
condiciones de contorno que son no lineales. Esta no linealidad se expresa porque existe una depen-
dencia de los operadores, tanto el del interior como el del contorno, con la variable de estado o funcién
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incégnita. Dado que en todas las secciones anteriores hemos considerado la aplicaciéon del método de
los residuos ponderados al caso lineal se hace necesario hacer algunos comentarios respecto al caso no
lineal. El método de los residuos ponderados es completamente aplicable al caso no lineal. Suponga-
mos que queremos resolver un problema de conduccién del calor donde la conductividad depende de
la misma temperatura. La ecuacién de gobierno puede escribirse como:

o 06 o, 06
679:(&(@%) + a*y(’f(@afy) +Q@=0 en
p=29 en Iy (5.67)
MO =g e,

Planteando una aproximacién del tipo (5.1) , introduciendo la misma en la formulacién por residuos
ponderados de (5.67) produce un sistema de ecuaciones algebraico no lineales del tipo:
K(a)a="f (5.68)

que puede resolverse iterativamente en la forma:

K(a" hHa" = ! (5.69)

Ademi4s del caso de la ecuacién de conduccién no lineal existen muchos otros problemas de interés
a mencionar como el caso de la ec. de Biirgers, el caso de la ecuacién de flujo viscoso incompresible
expresada en una formulacién 1 — w donde la nolinealidad se halla en las condiciones de contorno.
Obviamente las ecuaciones de flujo compresible e incompresible expresada en las variables primitivas
o conservativas son también ejemplos claros de sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales.
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eCol = 0.004067
eGal = 0.901596
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Figura 5.3: Solucién aproximada a una ODE mediante residuos ponderados
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max(Jtau]) =3.103

Funciones de prueba que satisfacen
las condiciones de contorno

max(tau|) =3.217
4 0.1
3 0
2
-0.1]
1
-0.2
0
-1 -0.3
-2 -1 0 1 2
2
5
) - y
-2 -5
Solucion en x=3

Funciones de prueba que no satisfacen
las condiciones de contorno

Figura 5.4: Torsién de una barra prismatica
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5.1.8. Conclusiones

En esta primera parte de este capitulo que trata acerca de diferentes técnicas numéricas de dis-
cretizacion hemos presentado el caso del método de los residuos ponderados aplicado a la resolucion
de ecuaciones a derivadas parciales utilizando para aproximar un conjunto de funciones de prueba
definidas globalmente, satisfaciendo o no las condiciones de contorno, de facil extensién al caso de sis-
temas de ecuaciones diferenciales y al caso no lineal. No obstante, como se desprende de los ejemplos
incluidos la eleccién de dichas funciones no es tarea facil, incluso no es extensible al caso de geometrias
arbitrarias si uno requiere que dichas funciones satisfagan las condiciones de contorno exactamente.
Ademsds, a medida que se aumenta el grado de la aproximacion el condicionamiento del sistema lineal
a resolver se vuelve critico salvo que se usen funciones base con mayor grado de ortogonalidad. Esto
se logra mediante el uso de polinomios de Legendre o de Chebyshev. En realidad estos son muy fre-
cuentemente utilizados en el contexto de los métodos espectrales el cual en forma indirecta ha sido el
tema de esta seccién (5.1) . Este tema darfa para una seccién aparte pero por el momento diferimos
un tratamiento mas detallado para futuras versiones de estas notas. En las préximas secciones tra-
taremos de relajar algunas de las limitaciones de esta técnica, en especial aquella relacionada con el
tratamiento de dominios de forma arbitraria, presentando primero el método de los elementos finitos
y posteriormente el método de los volimenes finitos .
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5.1.9. TP.chapV— Trabajo Practico #2

1. Tome la rutina Ej_ 2_0.m y transférmela para ser usada con funciones de prueba del tipo N, =
sin(mmzx). Comience con M = 2 y refinelo para testear la convergencia de la aproximacién.

2. Demuestre que la aproximacién por residuos ponderados del tipo Galerkin, tomando como fun-

ciones de prueba la base N,, = sin(mnz/L,) conduce a un sistema de ecuaciones con una matriz
diagonal.

3. Un ensayo experimental sobre la defleccién u(z,y) de una placa cuadrada de lado unitario con
todo su contorno empotrado dio como resultado los valores que se muestran en la figura.

Q& 0
O P S
T 1Yo
QNN
e X Moo pE -
2 o o |3
S P -

Figura 5.5: Ej. 3 Torsién de una barra

Aproximar la defleccién mediante

M
w(x,y) = Y(z,y) + Z Ay sin(lmrx) sin(mmy) (5.70)

I,m=1
l+m<4

y usando el método de los residuos ponderados estimar los coeficientes a;,,,. Ayuda: las integrales
que aparecen del calculo de los coeficientes pueden resolverse mediante integracion numérica
usando regla del trapecio bidimensional

4. Mediante el uso de un adecuado conjunto de funciones de prueba aproxime la funcién ¢ =
1+sin(7x/2) en el rango 0 < = < 1. Utilice colocacién puntual, colocacién por subdominios y el
método de Galerkin e investigue numéricamente la convergencia de las sucesivas aproximaciones.

5. La rutina Ej_2_1 contiene la resolucion del problema de valores de contorno presentado en las
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notas tedricas:

o,

dx?

bz = 0) = 0 (5.71)
ba=1)=1

El mismo se ha usado con M = 2 términos en la expansién. Pruebe de modificar la cantidad de
términos y trace una curva donde se muestre la convergencia de cada uno de los métodos.

6. Resuelva el ejercicio anterior pero utilizando como conjunto de funciones de prueba la base
N,, = 2™(1 — z). Construya una rutina en base a la Ej 2.1 para resolver este problema y
muestre la convergencia de la misma. Saque conclusiones respecto a los obtenido en este ejercico
y el anterior.

7. Utilizando como base la rutina Ej_2_2 realice las modificaciones necesarias para realizar un
estudio de convergencia de la aproximacion. Tenga en cuenta de mantener la simetria en la
eleccion de las funciones de prueba y utilice las propiedades de ortogonalidad para calcular la
matriz de coeficientes.

8. Utilice el método de los residuos ponderados aplicado al residuo en el dominio interior y agregado
el proveniente del contorno para resolver el problema de la torsién de la barra definido en la
teoria. Utilice una expansién del tipo

é =(4- yz)(al + asx? + a3y2 + a4x2y2 + a5a:4)

que satisface la condicién de contorno en y = +2 pero no satisface aquella en x = £3. Elija W; =
N; y W; = N|r y obtenga el sistema de ecuaciones a resolver y la solucién. Estudie la convergencia
dl residuo al tomar diferente cantidad de términos en la expansién arriba presentada. Sugerencia:
Realice un programa del tipo Ej_2_2 para el mismo y para resolver las integrales use integracion
numérica

9. Condiciones de contorno naturales Resolver el problema de conduccién térmica estacionaria

*¢ 0%
=0 =+1(I
a(‘;’ y=+1l) (5.72)
B cos(my/2) z==+1(Ty)
k=1

usando como funcién aproximante
b= (1—y*)(a1 + aga® + asy® + agx®y? + asa)

Utilice la rutina Ej_2_3 para este fin.
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10. Método de los elementos de contorno - Torsién de una viga.

El problema de la torsién de una viga definido en la teoria

¢ 9%
o 873/2 —_9 en Q = [-3,3] x [-2,2] (5.73)
$=0 en I

puede ser transformado a una ecuacién de Laplace mediante la siguiente igualdad:

¢ =0—h(a* +y?)

Usando el método de los residuos ponderados aplicado solo al contorno y la siguiente base de
funciones

0 = a1 + az(x? — y?) + as(2* — 622y + y*)
hallar la solucién aproximada qg y compararla con la obtenida por el método de los residuos
ponderados aplicado al interior.
11. Sistema de ecuaciones diferenciales

El problema de conduccién térmica

o 06 9,06
%(n%) + %(@) +Q=0 en (5.74)

px=0)=0 g(z=1)=0

puede descomponerse en un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden del tipo:

d
q+f£d—¢:0
dg z (5.75)
Q@0

q>' Usando la aproximacién:

¢

siendo el vector incégnita ¢ = (

Npyp1 = :L‘m_l(l —x)

5.76
Ny = 2 (5.76)
calcular la solucién a este problema usando dos términos.
12. Ejemplo : Problemas no lineales
Resolver la ecuacién no lineal 4 d
—(k—)=-10
dz (x :L')
p(x=0)=0 (5.77)
px=1)=0
k=1+40.1¢
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usando como funciones de prueba la base N,,, = 2" (1 —x) con dos términos mediante un método
de los residuos ponderados por colocacién puntual.
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Capitulo 6

Método de los elementos finitos

6.1. Introduccion

El método de los residuos ponderados presentado en el capitulo anterior sirvié como una teoria
unificadora de una gran cantidad de métodos numéricos a la vez que en si mismo puede concebirse como
una técnica numeérica en particular. Esa técnica comunmente denominada método espectral goza de
ciertas ventajas siendo su principal desventaja la de estar muy restringida a dominios con geometrias
muy simples como zonas rectangulares, paralelepipidos u otras mapeables a las anteriores. Este no
es el caso que mas interesa a los ingenieros de las ultimas décadas los cuales requieren herramientas
computacionales de calculo que permitan tratar dominios arbitrarios. Si bien en el procedimiento antes
empleado uno planteaba la aproximacién de forma tal de satisfacer las condiciones de contorno, hemos
visto que existe la posibilidad de elegir funciones més generales que no satisfacen las condiciones
de contorno y para las cuales un método de los residuos ponderados que incluya el residuo en el
contorno debe plantearse. Esto provocaba la aparicién de integrales adicionales sobre el contorno de
dificil tratamiento analitico. En los métodos empleados en el capitulo anterior trabajamos en el espacio
transformado en lugar que en el espacio fisico y esto puede verse de inmediato si pensamos que el vector
de incégnitas a = {ay,as,...,ap} representan las amplitudes de diferentes componentes ondulatorias
de la solucién y no el valor de la incégnita del problema en cada posicion de la malla. Una idea
explorada en los ultimos tiempos es la de trabajar con métodos espectrales pero en el dominio fisico
del problema. Entonces para poder aplicar todo lo anterior es necesario hacer una transformacion al
dominio de la frecuencia para luego volver al dominio fisico con la solucién del problema. Trabajar en
el dominio fisico del problema permite descomponer espacialmente el problema asi como el método
espectral lo descompone en el espacio de las frecuencias. Esta descomposicién del dominio en pedazos
(elementos, volumenes, celdas, etc) de tamano finito le confiere el nombre al método. Aqui esta la
gran idea en torno a estas técnicas las cuales no requieren demasiado trabajo para especificar las
funciones de prueba ya que al ser de soporte compacto aproximan bien la mayoria de las funciones
aun siendo de bajo orden. A su vez las integrales a calcular para obtener los coeficientes de la matriz
y del vector miembro derecho son integrales sobre elementos que tienen una forma completamente
mapeable a un cuadrado o cualquier otra figura geométrica simple (tridngulos) lo cual permite su
célculo en forma muy sencilla, tanto analiticamente como mediante cuadratura numérica. En cuanto
a las condiciones de contorno estas presentan un tratamiento mucho mas simple debido a que las
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variables sobre las cuales se especifican coinciden con las variables a calcular. Diferente era el caso
de los métodos espectrales en los cuales las condiciones de contorno se especifican sobre las variables
del problema siendo la incégnita las amplitudes de su descomposicién espectral. Esto motivaba tener
que elegir adecuadamente a priori las funciones de prueba antes de realizar el calculo. No obstante
esto, la seleccién de una técnica numérica no es una cosa obvia. Los métodos espectrales sirven y son
insuperables para algunas aplicaciones donde el fenémeno fisico requiere alto orden de precisién y la
geometria no presenta dificultades, mientras que los métodos localizados son maés aplicables a los casos
donde no interesa entrar en demasiado detalle de la soluciéon pero el dominio del problema es muy
complicado.

Resumiendo, vimos que el método de los residuos ponderados consiste en aproximar la solucién
mediante

M

m=1

definida a lo largo de todo el dominio 2 y las integrales

/ WZRQdQ+/WlRFdF =0 (6.2)
Q r

se evalian mediante una sola operacién y sobre todo el dominio. La ida alternativa consiste en
dividir la regién €2 en un nimero de subdominios o elementos €2¢ sin solapamiento y que cubran todo
el dominio, de forma que la aproximaciéon qg se construya a pedazos o a trozos sobre cada subdominio.
Expresando matematicamente lo anterior,

N =10

6.3
Uef2e = Q (6:3)

De esta forma las integrales IV.38 se pueden calcular agregando la contribucién a la integral
proveniente de cada elemento,

FE
/ W,RqdQ = Z W, Rqd
Q _ Qe
=1 (6.4)

E
/ W,Rpdl = Z W, Rpdl’
r o T

donde I'® es el borde del elemento que cae sobre algiin borde del dominio I' y es tal que U I'® =T
E denota la cantidad total de elementos en la particién. Si se usan elementos de forma simple y si
la definicién de las funciones de forma permite un calculo de manera repetitiva entonces es posible
tratar dominios con formas completamente arbitrarias con facilidad. Es de notar que el método de los
residuos ponderados al estilo del presentado en el capitulo anterior equivale a hacer lo mismo pero sobre
un solo elemento que coincide con el dominio €). La definicién a trozos de la aproximacién introduce
ciertas discontinuidades en la solucién o en alguna de sus derivadas. Cierto grado de discontinuidad
es permisible y esto limita fuertemente la formulacién a emplear. Por otro lado el hecho de que las
funciones de prueba se elijan a trozos provoca un beneficio computacional importante respecto a la
estructura de la matriz resultante. Un funcién a trozos en general tiene un soporte compacto, o sea esta
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no es nula solo en una region pequena del dominio abarcando algunos pocos elementos del mismo. Esto
produce matrices con estructura de banda lo cual tratada convenientemente puede reducir muchiismo
el costo computacional de obtener una solucién. Esto lo veremos en mas detalle mas adelante al tratar
el problema de la resolucién numérica del sistema de ecuaciones. Nosotros ya hemos pasado por una
situacién similar al resolver el sistema de ecuaciones para calcular los coeficientes a en el capitulo
anterior. Allf no hemos tenido mayor dificultad tanto porque los sistemas eran de un tamano chico y
ademaés porque la matriz era completamente llena en cuyo caso recurrimos directamente a una especie
de eliminacién gaussiana. Ya veremos que esto no es admisible en especial en problema con gran
nimero de incégnitas (sistemas de ecuaciones en 3D). Esta es otra de las grandes diferencias entre los
métodos locales y aquellos globales, la resolucion del sistema de ecuaciones.

6.2. Funciones de forma locales de soporte compacto

Para ilustrar lo anterior consideremos la aproximacién de una funcién ¢(z) en el espacio unidi-
mensional definido por = [0, Lg].

La divisién de Q2 en E(= M,, — 1) subregiones no solapadas se determina estableciendo un adecuado
conjunto de puntos {z;;1 =1,2,..., My} en Q con x; = 0y xps, = L, definiendo el elemento 2¢ como
el intervalo z, < & < z.y1. Como vemos la funcién a trozos usada para aproximar la funcién ¢ es
constante a trozos, constante dentro de cada elemento coincidiendo su valor con el de la funcién ¢ en el
centro de cada elemento, lo cual equivale a hacer colocacién en esos puntos, cominmente llamados los
nodos. En este ejemplo tan sencillo la numeracién es obvia. Siendo la funcién aproximante constante
a trozos la funcién de prueba que da origen a la misma es una funcién que vale:

1 Te ST < Tet

Ne = = (6.5)
0 Te > T, T > Teg1

A nivel global la funcién aproximante que resulta es:

1 To1 <z <z
N, = el == et (6.6)
0 Te1 > T, T > Teyl
De esta forma la aproximacién se escribe como:
M,—1
¢~ b= > ¢mNm € (6.7)
m=1

donde ¢,, es el valor de la funcién en cada nodo m de la malla (el centro del elemento) y reemplazaa
amn la amplitud de cada componente espectral en el método de los residuos ponderados presentado
en el capitulo anterior. Esto ya fue comentado previamente y tiene la ventaja que en este caso los
coeficientes a calcular tienen un significado fisico mas directo con el problema. La funcién 1 ha sido
omitida por lo que la aproximante no coincidira con el valor especificado en el borde aunque por
un proceso de refinamiento se puede llegar tan cerca como se quiera a satisfacer los mismos. Sobre
cualquier elemento e la aproximacién global puede expresarse en términos del valor ¢, y de la funcién
de forma del elemento N¢ como:

b=¢=0dNE= o sobre el elemento e (6.8)
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Otro tipo de aproximacién de frecuente uso y que mejora la anterior es la que surge de emplear
funciones de forma lineales. Estas funciones de forma desde el punto de vista global asumen

en r = x;
en r = r;—1

(6.9)
€N T = Ti+1

o O O =

en el resto de

con una variacion lineal entre los valores mencionados. Esto puede construirse a nivel elemental si por
cada elemento definimos dos funciones de forma, una por cada nodo del elemento. Ahora el concepto
de nodo ya no coincide como antes con el centro del mismo sino que ahora se ubican en los extremos
del intervalo que define al elemento. Estos son ahora los puntos de colocacién. La figura 6.2 muestra
graficamente lo que recien se acaba de mencionar.

La aproximacién global para este caso es:

My,
d~ b= ¢mNnm €Q (6.10)
m=1

donde a diferencia del caso anterior la suma se extiende a M, puntos, los nodos de esta malla. Es
de remarcar que esta aproximacién satisfara automaticamente los valores en el contorno z = 0,z = L,
sin necesidad de agregar una funcién ¢ ya que ahora los puntos de colocacion estan justamente sobre
los extremos de los elementos y para el caso del primer y ultimo elemento estos coinciden con los
extremos del dominio donde se agregan las condiciones de contorno . Sobre cualquier elemento e con
nodos ¢, j la aproximacién toma el valor:

¢ =¢=¢;Nf+ ;N5 = sobre el elemento e (6.11)

siendo la variacién en el interior del elemento lineal por ser lineales las funciones de prueba V;, N;.

Los dos conjutnos de funciones de prueba usados, aquellos constantes a trozos y los lineales a
trozos forman un conjunto completo en el sentido que refinando la partici’on se obtienen soluciones
con cada vez mayor precision. A su vez estas funciones son generalizables a varias dimensiones como
puede verse en la figura 6.3.
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Seccion 6.3. Aproximacion a soluciones de ecuaciones diferenciales. Requisitos sobre la continuidad
de las funciones de forma

A su vez es posible tanto aplicar un método de los residuos ponderados de colocacién como uno tipo
Galerkin. En el primer caso las integrales se pesan con distribuciones tipo delta de dirac en los nodos,
ya sea en el centro del elemento como en sus extremos. En el caso de la formulaciéon de Galerkin las
funciones de peso coinciden con las de interpolacién dando resultados distintos pero equivalentes. Al
igual que en el capitulo anterior el método de los residuos ponderados puede aplicarse para aproximar
una funciéon como para resolver una ecuacién diferencial. El primero es un caso particular del segundo
donde el operador L es la identidad. Los detalles del procedimiento incluido en el método de los
elementos finitos se veran en préximas secciones cuando resolvamos algunos ejemoplos en particular.

6.3. Aproximacion a soluciones de ecuaciones diferenciales. Requi-
sitos sobre la continuidad de las funciones de forma

El método de los residuos ponderados aplicado a la resolucién de una ecuacion diferencial del tipo:

A(p) =Lp+p=0 en ) (6.12)
con condiciones de contorno
B(¢) =Mop+1r=0 sobre T’ (6.13)
se escribe como
/ WZRQdQ+/W1RFdF =0 (6.14)
Q r

con

Ro=A(¢) =Ld+p
Rr = B(¢) = Mo +r

La idea de usar un método numérico basado en aproximar una solucién mediante funciones de forma
locales plantea el interrogante de si es posible su uso sabiendo que tanto la funcién como alguna de
sus derivadas pueden ser discontinuas.

Para ilustrar la explicacién observemos la figura 6.4 donde se presentan tres tipos de funciones,
la de la izquierda es discontinua con derivada puntualmente no acotada, la del centro continua con
derivada primera discontinua y derivada segunda puntualmente no acotada y aquella de la derecha
que es continua y tiene primera derivada continua, segunda derivada discontinua y tercera derivada
puntualmente no acotada. Pensemos que estas funciones pueden ser posibles candidatos a ser usados
como funciones de forma para nuestro método numérico. El hecho que alguna de las derivadas presente
una singularidad puede provocar problemas en el computo de las matrices por lo cual se debe evitar
su uso. Para ello si los operadores involucrados en el calculo de las matrices contienen derivadas de
orden s entonces debemos garantizarnos que las funciones de forma tengan s — 1 derivadas continuas o
sea las funciones deben pertenecer a la clase C*~!. Un ejemplo concreto lo tenemos si observamos de
la seccién anterior que la forma débil del problema de conduccién térmica contiene a lo sumo primeras
derivadas. En esa caso s = 1 y necesitamos que las funciones de forma sean C°, o sea funciones
continuas, como aquella ubicada en el centro de la figura 6.4. Una observacién a hacer es que no debe
confundirse la continuidad de una funcién con el grado del polinomio que la aproxima localmente. Por

(6.15)
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ejemplo una funcién de forma que usa polinomios de segundo érden en el interior de los elementos
no necesariamente tiene mayor continuidad que una lineal. La continuidad depende de como se pegan
las funciones elemento a elemento y no de como se interpola en su interior. Los elementos de la clase
Lagrange, los més standard en método de los elementos finitos pertenecen a la clase C° mientras que
aquellos del tipo Hermite son C'. Mientras los primeros requieren que las funciones se peguen en
forma continua entre los elementos los ultimos son més estrictos y requieren que la primera derivada
también sea continua, independientemente de lo que suceda adentro. La figura 6.5 pretende ilustrar
una funcién de forma hermitiana para un elemento unidimensional de dos nodos.

Los requisitos de continuidad que estuvimos tratando también se aplican a las funciones de peso. En
estos casos una sutileza debe remarcarse. Cuando hablamos del método de colocaciéon hemos empleado
la funcién delta de Dirac para tal fin. Esto solo es factible si se garantiza que el residuo sea finito.

6.4. Formulacion débil y el método de Galerkin

En el capitulo anterior vimos como un término como el siguiente

[ witads (6.16)
Q

con L un operador diferencial lineal puede ser reemplazado por otro como

/Q (cm> (Dé)dmr /F W,EdT (6.17)

donde los operadores lineales C,DE tienen un orden de diferenciacién estrictamente inferior al
de L. Tal reformulacién es muy ventajosa cuando se usan funciones de forma definidas localmente
debido a que esto disminuye el grado de continuidad a ser demandado sobre las mismas. Uno de
los operadores que frecuentemente aparecen es el de segundo orden que cuando se lo somete a la
debilitacién (6.16,6.17) da origen a dos operadores de primer orden, uno aplicado a la funcién de peso
y el otro a la interpolacién. Esto pone de manifiesto que la eleccion de la misma clase de funciones
para W como para N, base del método de Galerkin, posee muchas ventajas. Ademaés de equiparar el
grado de continuidad queda garantizada la simetria del operador.

6.5. Aspectos computacionales del método de los elementos finitos

En esta seccién tomaremos algunos ejemplos muy simples que serviran para explicar la metodologia
empleada en el método de los elementos finitos . Estos ejemplos consisten de dominios unidimensiona-
les, con una particién muy gruesa (pocos elementos empleados) y con funciones de prueba sencillas.
No obstante esto el procedimiento es bien general y puede extenderse tanto a mallas muy finas como
al caso multidimensional y con funciones de alto orden.
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6.5.1. Ejemplo 1

Este primer ejemplo consiste en resolver:

Ziﬁ—qﬁ—o 0<zx<1
$(z=0) =0 (6.18)
bz =1)=1

Paso 1: Eleccion de la funciones de forma y formulacion del problema Teniendo en cuenta
las consideraciones acerca del grado de continuidad de las funciones de forma relativa al orden de
diferenciacién del operador involucrado en este ejemplo vemos de inmediato que funciones de la clase
C" son suficientes para resolver este problema. Esto permite usar funciones lineales a trozos aunque si se
desea también puede aumentarse el grado del polinomio interpolante, como por ejemplo usar elementos
cuadraticos o de mayor orden. No obstante esto involucra en general un mayor costo computacional
muchas veces innecesario para la precision requerida. Entonces la aproximacién se escribe como:

M+1
prp=v+ Y ¢mNm  0<z<1 (6.19)

Al establecer el método de los residuos ponderados sobre este problema tenemos

/01 m(;i‘i’ _ qB) dz + [WZRFK ~0 (6.20)

donde el ultimo término representa la contribucién del residuo en el borde porque la aproximacién
elegida no necesariamente satisface las condiciones de borde. No obstante este término puede omitirse
si uno elije funciones de peso que se anulen sobre la parte del contorno donde se prescriben condiciones
tipo Dirichlet. Entonces si lo anulamos y si debilitamos la integral sobre el interior del dominio para
poder usar funciones con menores requisitos de continuidad llegamos a:

AW dé A1
— d = l=1.2,... MM +1 21
/O(dxdwvm)w[wld}o 0 2 MM+ (6.21)

Usando el método de Galerkin W; = N; surge obviamente la necesidad de emplear funciones clase
CP.

Paso 2: discretizacion de las variables independientes generacion de la malla Esto consiste
en subdividir el dominio en elementos tales que

NN =10
(6.22)
U = Q

En este caso simple la particién es trivial, el dominio es un segmento de recta y la particién
consiste en dividir este segmento en intervalos que satisfagan (6.22). La situacién unidimensional es
muy particular y simple ya que (6.22) se puede alcanzar en forma exacta. En varias dimensiones esto
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se obtiene en general en forma aproximada. Para simplificar los pasos siguientes dividamos el dominio
1 =[0,1] en 3 elementos (4 nodos) como se muestra en la figura 6.6.
De esta forma quedan definidas las coordenadas de los nodos

x ={x1,x9, 23,24} = {0,L/3,2L/3L} (6.23)

y las conectividades de los elementos (los nodos asociados a cada elemento)

1 2
IX=|2 3 (6.24)
3 4

En lo que siguen definimos el tamaio del elemento como h® = |z; — x;| con 4, j los nodos que lo
definen.

A continuacién presentamos una transformacién de coordenadas que facilita mucho la tarea a nivel
computacional. Esta se define como:

xr = (&) k=1,...ndm (6.25)

donde xj, son las coordenadas del elemento en el dominio real del problema y & son las corres-
pondientes en un elemento denominado master. En una dimensién este elemento maéster se define
como:

O° = {¢¢ € [-1,1]} (6.26)

La idea es transformar el elemento real en otro muy simple, por ejemplo pensemos simplemente
en una cuadrangulo en 2D completamente distorsionado y su mapeo a un cuadrado con sus aristas
paralelas a los ejes coordenados. Realizar cdlculos de derivadas e integrales en el primero suele ser
mucho mas trabajoso que en el elemento de forma simple. Si bien este tema presentado en el caso
unidimensional parece de poca importancia en varias dimensiones este mapeo es clave para poder
facilitar los calculos. Este tema serd presentando con mads detalle mas adelante en el contexto del
método de los elementos finitos en varias dimensiones.

Paso 3: Definicién de las funciones de forma Este paso es una consecuencia de los dos ante-
riores. Habiendo elegido el tipo de funciones de forma necesarios para satisfacer los requerimentos de
continuidad que plantea el operador diferencial a resolver y habiendo realizado la discretizacién de
las variables independientes surge de su combinacion la definicién de las funciones de forma. Estas se
pueden escribir como:

M:m:%
e he_X
Ny = Nj =" (6.27)

con y = —x;

donde se asume que z; < z; y tiene un valor unitario en el nodo cayendo linealmente hasta ser
nula en el otro nodo del mismo elemento.
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Esta definicién es muy ad-hoc para el caso unidimensional y no usa la idea de mapeo al elemento
master definida anteriormente. La siguiente si presenta esa idea y la incluimos porque sera la que en
definitiva usaremos al momento de calcular las integrales.

Ni = Ni =15(1=¢)
Nj = Nj =1h(1+§)
Esta definicién como vemos satisface la definicién de la funcién, en el nodo i, { =—-1= N; =1y

N; = 0 mientras que en el nodo j, { =1 = N; =0y N; = 1. Una definicién equivalente a la anterior
que suele unificar la anterior y es valida para los dos nodos es la siguiente:

(6.28)

Ny = Nf = Y(1+&¢)

-1 ;i=1 (6.29)
TEV =2
donde [ representa la numeracion local de los nodos, a nivel del elemento. Esta tiene la ventaja que
permite operar algebraicamente con més flexilibidad.

Ensambldandola sobre todo el conjunto de elementos produce una funcién que tiene la forma de un
sombrero como fue mostrada en la figura 6.2.

Paso 4: Calculo de la matriz del sistema y del miembro derecho Como hemos visto en el
primer paso (6.21) la formulacién del problema contiene el cdlculo de varias integrales, una por cada
nodo de la malla. Reemplazando en ella la aproximacién (6.19), la definicién de la funcién de peso que
para este ejemplo coincide con la de interpolacién (Galerkin) y la definicién de las funciones de forma
(6.27), entonces el calculo de estas integrales se puede escribir como:

L /dAN; AN,
Kip = =MoL NN, )d 1<lm<M+1
! /O(dm dx+ : )m m +
dét
= s <1<
fi [Nldﬁ}o 1<I<M+1

(6.30)

Estas integrales definidas sobre todo el dominio §2 = [0, 1] pueden descomponerse aditivamente por
una de las propiedades de la integracién en varias integrales, una por cada elemento. Entonces, calcular
las integrales a nivel del elemento y luego ensamblarlas o agregarlas cada una de sus contribuciones
es equivalente a integrar sobre todo el dominio. Esto es asi porque las funciones que aproximan a la
solucién fueron definidas elemento a elemento. Por lo tanto lo dicho equivale a:
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E
Kim = _ YK
e=1

he e
[ [ANG N,y B
K = /0 [N N () N ()] =

L rdNg de AN,y dé
| [T e 4 NN

[ [

2
)
Lr 2 2 h
/ (Vﬁzlg) (VQEWE) + (1/2(1 + fl/ﬁ)) (1/2(1 + &wﬁ))} Edﬁ =
1 €

de
d¢

d¢ = (6.31)

€

(o) + (1600 + &) (o1 + )] e =

1
h 2
= b + 2+ ZErm)

Reemplazando por sus valores

-1 I'=1 . o=
& = / K¢ = <_h1 e 17, hﬁ) (6.32)
+1 l :2 he 6 he 3

Esta expresion contiene dos juegos de indices, unos sin primas que representan la numeracion global
de la matriz y esta asociado a la numeracién global de la malla y otros indices primados que tienen la
numeracién local dentro del elemento. Hay una relaciéon entre ambos y viene expresada por la tabla de
conectividades definida antes (6.24). Para el el elemento é-simo, fila e del arreglo IX se satisface que

con lo cual el algebra anterior se pudo compactar bastante. Nosotros para simplificar la notacién
y expresar este cambio de numeracién en la expresién (6.31) usamos Y4 .

Esta relacion entre numeraciones es la que permite el ensamble de contribuciones elementales en
globales. Esto significa que

K = A K°
E 2
(6.33)
Kim =2 > K
e=11'm'=1

con A el operador de ensamblaje. Esto se ilustra en la figura 6.6.

Si bien todo el calculo ha sido llevado a cabo manualmente esto tiene un alto grado de auto-
matizaciéon debido a lo simple que resultan las funciones de forma y sus derivadas en el elemento
master.

Paso 5: Resolucién del sistema de ecuaciones Con el miembro derecho el procedimiento es
similar y finalmente se alcanza el siguiente sistema de ecuaciones lineales a resolver:
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Ko —f
1 4 h° _1 4 h° dé
R A O 0 &1 ~T|,_, (6.34)
_F+%’2Gﬁ+?) “wt 0 o2 | 0
1, ke 1, ke 1, ke o
0 “wt 2GF+?)‘7?+F f Mo
1 h¢ 1 h¢ 4 =@
0 0 “wte T3 do |,

Dado que las condiciones de contorno definidas inicialmente implicaban imponer el valor de ¢(x =
0) =0y ¢(x =1) =1, esto implica primero reemplazar dichos valores en el vector incégnita y pasar
para el miembro derecho todos aquellos términos que dichos valores generan para luego remover las
filas y las columnas correspondientes a estas variables impuestas.

Por lo tanto el sistema (6.34) se transforman en otro més reducido:

1 h® 1 h¢
(8] BN @) (0 6
1 he 1 he —(—= + 2 )

T %F+?) & (T + %)

La resolucién de este sistema es inmediata obteniendo los valores del arreglo ¢, soluciéon a nuestro
problema. Con ellos es posible estimar las derivadas en los extremos reemplazando simplemente el

: . s
vector solucién en (6.34) y despejando el valor de 37 e=01"

Comentarios finales Para terminar con este ejemplo haremos dos comentarios, uno acerca del
calculo de las integrales elementales y otro acerca de la resolucion del sistema algebraico. Respecto al
primero es de destacar que si bien aqui hemos recurrido a la integraciéon analitica en general se trabaja
utilizando integraciéon numérica con lo cual solo se necesita evaluar el integrando en determinados
puntos del dominio y sumar las contribuciones, como es el caso de integraciéon por cuadratura numérica.
Con esto es posible extender el tratamiento a operadores de diferente tipo, incluso con coeficientes
variables dentro del elemento, etc. El tema de la integracién numérica serda abordado maés adelante.
Respecto a la resolucién del sistema se debe evaluar el método a seguir segiin el tipo de problema a
resolver, lineal o no lineal, estacionario o transiente, 2D o 3D y fundamentalmente teniendo en cuenta
los recursos computacionales disponibles. Este tema que hoy en dia es un area en si misma sera tratada
en un préximo capitulo.

6.5.2. Ejemplo 2

Este ejemplo es similar al anterior salvo en el tipo de condiciones de contorno impuesta. En este
caso las mismas son: ¢l,—o =0y %hzl =1
La formulacion del método de los residuos ponderados para este problema es la siguiente:

[ W(58 - )ae+ [ 1)) - [M%2] = (630
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Ya que la integral sobre el dominio no ha cambiado y los términos de contorno no influyen sobre
la matriz del sistema, esta ultima queda igual que en la del ejemplo anterior. Por el cambio en el tipo
de derivada solo se modifica el miembro derecho con lo que el sistema a resolver se transforma en uno
idéntico a (6.34) con un miembro derecho

dé
(-5

Lo restante es todo similar a lo ya visto.

00 1)T (6.37)

x=0

6.5.3. Ejemplo 3

Este ejemplo muestra como tratar un sistema de ecuaciones diferenciales e incluso para darle cierta
generalidad usaremos una formulaciéon mixta.

El problema a resolver es el de conduccién del calor con fuente (ec. de Poisson) reemplazado por
una formulacién mixta del tipo:

d
nd—¢ +q=0
dqx (6.38)
2 _0=0
dx
Escribiendo para cada variable incégnita su aproximacién en la forma:
Mq
q= q = Z QmNm,l
”]Zl (6.39)
G~ G= ¢mNm>
m=1

El método de los residuos ponderados aplicado a la anterior se puede escribir como:

1
/ anldx—}—/ GNy1dr =0 l1=1,2,...,M,
0 (6.40)

/qulgdx—/ QN 2dz 1=1,2,..., M,
0

Aqui hay varias alternativas para elegir las funciones de forma. La primera que vamos a adoptar es
aquella en la que ambas variables se aproximan con funciones lineales a trozos con los pesos coincidentes
entre si y coincidente a las funciones de interpolacién. O sea N;; = N2 = N; Por cada elemento hay
4 incognitas, 2 nodos con 2 grados de libertad por nodo.

Las expresion para el calculo de las matrices elementales ahora contienen a su vez una matriz, o
sea que al agregar la contribucién de cada uno de los nodos del elemento contra todos los otros nodos
del mismo elemento (en 1D, 2 x 2) se llega a:

dN ’
e = J 2 N de lel/l]\df"&'“df (6.41)
m 0 f_lN,/ ’ng
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lo cual produce la siguiente matriz elemental

f N11N122d§ f Nlll‘delldf f 1N11N222d§ lell dN2ld€

K¢ — f—lN”dedg . f 1N12dN22d£ ’ (6.42)
f,ll No N1 ol-dg f,ll Nz,mle Ldg f 1 No 1 Nopldg f Noak sz £rdg '
f_ll No 2dN12d§ 0 f_l No 2dN22d§ 0
Lo que sigue es simplemente calcular las integrales y resolver el sistema.
Otra alternativa para (6.40) es debilitar la segunda ecuacién y cambiarla de signo:
b AN
/ d d;’2d$— {qug / QN[ Qd[B = 1,2,...,M¢ (643)
0

y por haber disminuido el orden de diferenciaciéon sobre ¢ podemos usar funciones de for-
ma constantes a trozo tanto para interpolar esta funcién como para pesar la misma (N;; =
Ny,,1 constantes a trozos ). De esta forma en cada elemento la cantidad de grados de libertad se reduce
de 4 a 3, los dos valores de ¢ en los nodos y el valor de g en el centro del elemento. La contribucién
elemental se escribe como:

dn;
0 dx d% bi
Ke¢® = / a1 G | e | da (6.44)
Qe

0 P o ) \o

6.6. Interpolacién de mayor orden en 1D

Tanto en el capitulo anterior como en las secciones anteriores del prsente hemos introducido el
concepto de aproximacién mediante el uso de funciones de prueba con cierta suavidad aplicada a todo
el dominio métodos globales o aquellas definidas elemento a elemento métodos locales con interpolacién
constante o lineal por elemento. Esta ultima alternativa condujo a la forma mas simple de definir el
método de los elementos finitos . La motivacion de mejorar la aproximacién a la solucién del problema
conduce a varias clases de refinamiento, entre ellas las més usuales son:

1.- usar una interpolacién de bajo orden y refinar la malla tipo h,
2.- usar una malla fija y una interpolacién de mayor orden tipo p,

3.- una combinacién de las dos anteriores tipo h-p.

Desde el punto de vista practico la mejor solucién es la alcanzar la mayor precisién al menor costo
posible. Si bien la eleccién es muy dependiente del problema es cierto que en muchas aplicaciones
refinar en el polinomio de aproximacién es el camino 6ptimo. No obstante, en ciertas aplicaciones
la definicién de las funciones de interpolacién estd muy restringida por la formulacion del problema.
Ejemplos de este caso lo tenemos en las formulaciones aplicadas a la resolucién de flujo compresible e
incompresible. El tratamiento de la compresibilidad pone una fuerte restriccion en la eleccién de los
espacios funcionales. No todas las combinaciones posibles para aproximar la velocidad y la presién son
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permisibles, existiendo un criterio a satisfacer (critero de inf-sup) para los espacios funcionales. Por
otro lado la advecciéon dominante requiere la estabilizacién numérica del problema que se hace cada
vez mas complicada de definir a medida crece el orden de los polinomios interpolantes. Estas son las
principales causas por las cuales en el tratamiento numérico de modelos fisicos mas complicados se
prefiere el uso de funciones de interpolacién de bajo orden y se refina sobre el tamano de la malla. De
todos modos nosotros aqui presentaremos algunos detalles acerca de la interpolacién de mayor orden
restringida al caso unidimensional, aunque la extensién a muchas dimensiones es tan directa como la
del caso lineal. Dado un grado polinomial, existen muchas formas para generar funciones de forma que
tengan ese orden de aproximacién. La mas standard es la de utilizar una base de Lagrange en la cual
cada grado polinomial diferente se alcanza con un juego de bases diferentes. No obstante existen otros
métodos que son aditivos en el sentido que dada una funcién de forma de grado n se puede generar
aquella de orden n + 1 usando la de grado n y agregandole alguna funcién adicional. Este método es
denominado formas jerarquicas de aproximacién y son computacionalmente muy eficientes aunque su
uso no ha sido muy difundido atin.

6.6.1. Grado de las funciones de prueba y velocidad de convergencia

La discusion acerca de la estimacion del error y la convergencia de una aproximacién en general
es algo complicado de tratar y anteriormente solo mencionamos que la convergencia se alcanzard si
la aproximacién es completa. Esta forma vaga de definirla se debia a la generalidad de la eleccion de
las funciones de prueba. Si nos limitamos a una interpolaciéon polinomial el tratamiento se simplifica
mucho.

Consideremos un dominio €2 subdividido en elementos 2¢ de tamano h y tomemos funciones de
prueba interpoladas mediante un polinomio completo de grado p. Es claro que si la solucién exacta
del problema es un polinomio de grado menor o igual a p la solucién numérica serd exacta (sin tener
en cuenta errores de redondeo) independientemente del peso utilizado. Obviamente que la solucién en
general no serd polinomial, no obstante, si no contiene singularidades (en la funcién o en alguna de
sus derivadas) puede ser bien aproximada por una expansion en series de Taylor.

d¢ Az)? d2¢
MA@:¢M+A%mo+(§)MQ

donde la serie de Taylor se ha tomado alrededor del punto O. Entonces al usar funciones de prueba
polinomiales de grado p estamos aproximando exactamente los primeros p + 1 término en (6.45) y el
error de la aproximacién se vuelve O(hP*!. Es de notar que la aproximacién a la primera derivada
serd O(hP) y aquella correspondiente a la derivada d-ésima sera O(hP+1=9)

Volviendo a la formulacion general del método de los residuos ponderados o a aquella del método
de los elementos finitos vimos que estaban involucrados dos operadores diferenciales £ y M. Estos
operadores contienen derivadas y supongamos que la maxima derivada sea d, es claro que el menor
orden para la aproximacién de la solucion debe ser tal que la representacién del operador diferencial
de la solucién sea O(h) por razones de completitud. Entonces se requiere que:

lo+... (6.45)

p+1—d>1=p—d>0 (6.46)

Este requisito de completitud pone de manifiesto la utilidad de la formulacion débil presentada
anteriormente. Habimos visto oportunamente que al debilitar la formulacién disminuian los requisitos
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de continuidad de la aproximaciéon. Ahora se pone de manifiesta una segunda ventaja de la debili-
tacion, reducir el orden de diferenciacion del operador diferencial disminuye el orden de la minima
interpolacién necesaria para garantizar convergencia en malla. Como ejemplo a esto podemos men-
cionar el caso del operador involucrado en un problema de conduccién del calor. Este contiene como
maximo segundas derivadas, al debilitarlo usando el método de Galerkin las mayores derivadas son
de primer orden con lo cual se requieren funciones C° para satisfacer continuidad entre elementos y
como minimo funciones lineales para obtener convergencia en malla.

6.6.2. Funciones de forma de alto orden standard de la clase C°

Sea el conjunto de elementos unidimensionales como el ilustrado en la figura 6.7 y tomamos un
elemento e de la malla con sus nodos extremos numerados como 0 y 1. La aproximacion lineal mostrada
en la parte superior de la figura asegura que la aproximacion es lineal sobre todo el elemento y que
los parametros asociados a los nodos corresponden a los valores nodales en los mismos nodos. Ademés
de esta forma se garantiza la continuidad C°. Usando la idea de mapeo al elemento de referencia las
funciones de forma se escriben como:

Ng =1h(1-¢) N =1h(1+¢) (6.47)

La extensién al caso cuadratico se logra definiendo un nodo intermedio y tomando ahora tres
funciones, una por cada nodo, con la condicién de ser cuadrética dentro del elemento y valer uno en
el nodo asociado y cero en los otros dos, o sea:

Ni(€) € Pa(§)

NE(€) = {(1) gi? I,m=0,1,2 vm#l (6.48)

§o=—1 =0 & =1

Extendiendo lo anterior la caso cibico y luego generalizando es posible definir cada una de estas
funciones resolviendo un sistema lineal para los coeficientes de cada funcién de forma asociada con
cada nodo. En general, si el grado del polinomio es p, entonces habra p + 1 nodos en el elemento y

§=2%o Nf = ap + a1€p + @&l + - + aph
§=& Nf = ag+ aréy + agfi 4+ -+ apt?
. ) ) (6.50)
§=§ Nl:a0+alfl+0¢2§l+"'+apfl
£=¢ Nf =ao+ o1&+ &l + -+ + apéh

De esta forma surgen las funciones de prueba para el caso cuadrético:
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NG = 1h€(1 —€) N = (1+6)(1-8) N§=hEIHE)  (651)
y para el caso cibico

N = -6+ 3)(€E - 3)E-1) Nf =T+ 1 - )E- 1) o

N = -2 e+ )(E+ e~ 1) N§= o+ 2)(E - )E+D)

6.7. Problemas con adveccion dominante - Método de Petrov-
Galerkin

Como ya hemos visto al introducir los método de los residuos ponderados estos métodos se basan
en definir funciones de peso diferentes a las elegidas para interpolar la solucién, lo cual da origen a una
gran variedad de posibilidades. Lo que se pretende aqui es introducir este tema que inmediatamente
encontrard su utilidad cuando se pretenda resolver problemas dominados por advecciéon, naturalmente
hallados en problemas de mecanica de fluidos.

Nuestro interés por este tema surge de la gran popularidad que ha tomado este tipo de formula-
ciones en el drea de la mecanica de fluidos, especialmente el método denominado SUPG. Si bien no es
nuestro interés aqui hacer historia sobre este tema podemos mencionar que la idea del método SUPG
fue tratar de buscar el efecto producido por las ya conocidas y efectivas técnicas de upwinding para
evitar oscilaciones numéricas producidas cuando en las ecuaciones de transporte dominan los términos
convectivos sobre los restantes. La siguiente es un ejemplo tipico de una ecuacién de transporte donde
el miembro izquierdo representa la conveccién y es proporcional a la velocidad con que se mueve el
fluido mientras que el miembro derecho es el término difusivo, si ¢ es la temperatura equivale a la
conduccion del calor.

do d%¢

Entonces adimensionalizando la ecuacion anterior surge el ntimero de Peclet,

_ JulL
K

Pe (6.54)

relacién entre la conveccién y la difusién, con L una dimensién caracteristica del problema. Si
barremos el valor de Peclet desde 0 — oo vemos que la ecuacion cambia de tipo, de ser una eliptica
pasa a ser hiperbdlica y este cambio depende sobre la competencia entre los términos convectivos y
los difusivos. Al resolver el problema por diferencias finitas centradas aparecen oscilaciones cuando el
Peclet de la grilla supera un valor préximo a la unidad. La técnica del upwindind surgié en el area
de las diferencias finitas como intento de evitar las mencionadas oscilaciones y fue planteada sobre
la base de aplicar una aproximacion en diferencias decentrada a la derivada primera. El decentraje
debia hacerse aguas arriba considerando la orientacién del flujo y esto pudo explicarse desde muchos
puntos de vista. Uno de los mas importantes es aquel ligado al concepto de error de truncamiento
explicandose la aparicién de las oscilaciones del hecho que al truncar la aproximacién centrada esta
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introduce una especie de difusién numérica negativa que compite con la fisica. Existe un cierto valor
del niimero de Peclet para el cual la difusién numérica supera a la fisica y de acuerdo a argumentos
termodinamicos se viola el segundo principio y el problema pasa a estar mal planteado. Para ver
mejor esto recurrimos nuevamente a la ecuacién de adveccién-difusién en 1D y la discretizamos por
diferencias finitas centradas, lo cual es completamente equivalente a haberlo hecho por método de los
elementos finitos . El esquema resultante es:

Giv1 — Qi1 Piy1 — 2¢i + di1
a =k 3
2Azx Ax (6.55)
Pe(¢it1 — di—1) = div1 — 2¢i + i1
con Pe = aAz2k es el numero de Peclet del elemento y aqui hemos asumido coeficientes constantes
y malla uniforme. La solucién exacta a este problema es del tipo:

¢ = €& (6.56)
que reemplazada en la ecuacién produce la siguiente ecuacién algebraica de segundo grado:

£2(Pe—1)+26—(Pe+1)=0 (6.57)

la cual produce las siguientes raices:

1
&2=1 1pe (6.58)
1—Pe

Vemos que si Pe = 1 la ecuacién degenera en una de primer grado con la solucién € =1 o sea ¢ =

constante. Si Pe < 1 las dos raices son positivas lo cual genera soluciones positivas, combinaciones de
sz : _ 14Pet

la solucién constante y otra del tipo ¢ = =5 . El problema surge cuando Pe > 1 ya que en este caso

; . . . ; 7 ., .
una de las raices es negativa y genera soluciones del tipo ¢ = (—1)" ﬁff;:' . Esta solucién contiene una

oscilaciéon numérica que puede arreglarse refinando el elemento siempre que exista algo de difusién
en el problema, o sea que el Pe # co. Extrapolando al caso de mecdnica de fluidos esta situacién se
presenta en el caso de flujo viscoso (Navier-Stokes) cuando el Reynolds del elemento supera un valor
critico, del 6rden de la unidad. Una situacién extrema ocurre en el caso de los modelos inviscidos.
Alli la difusion fisica es nula y por méas que refinemos el Pe — oo, generando las raices £ = £1 , lo
cual implica una oscilacién irremediable. Usando diferencias finitas descentradas aguas arriba equivale
a que la raiz negativa introducida por el término cuadratico, o sea el nodo aguas abajo, sea removida.
Es por ello que es usual aproximar la primera derivada con una diferencia hacia atras, de forma de
que ahora el esquema es:

i — i1 k¢i+1 —20; + ¢i1
a - 2
Az Az (6.59)
2Pe(¢; — ¢i—1) = div1 — 2¢; + di—1
El caso de Pe — oo transforma la ecuacién de segundo grado en otra de primer grado, lo cual

genera una unica solucién (constante) lo cual tiene sentido fisico ya que el operador diferencial también
cambia de tipo (6rden) cuando sucede esto.
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El upwind puede verse como el agregado de viscosidad artificial o difusion artificial en pos de
contrarestar la difusiéon negativa que introduce la discretizacion. Controlar esta difusién agregada
artificialmente es importante ya que si nos excedemos la solucién es sobredifusiva y estamos resolviendo
un problema con mayor difusién que la real, y por el lado contrario si no introducimos la suficiente
apareceran oscilaciones no fisicas. Para ver esto se puede partir de la ecuacién discreta centrada (6.55)
y restarle la recién obtenida (6.59), lo cual pone en evidencia el término introducido artificialmente:

alAz (¢i+1 —2¢; + ¢i—1> _ (6.60)

ﬁ <¢i+1 —2¢; + ¢z‘—1) = N

con “%‘” funcionando como una especie de difusién artificial.

Lo anterior se lo conoce como la técnica de full upwind. Se sabe que esto es correcto solo cuando
Pe — 0o y que cuando Pe asume valores préximos al valor critico la difusion introducida debe ser
corregida para evitar soluciones muy suavizadas. Para ello se ha recurrido al caso unidimensional lineal
el cual tiene solucién exacta y se ha demostrado que la forma de corregir es introducir una funcién
denominada madgica del tipo:

1
Pe) = coth(Pe) — — 6.61
Y(Pe) = coth(Pe) - - (6.61)
En el contexto del método de los elementos finitos el mismo efecto puede lograrse de varias formas,
por ejemplo mediante el uso del método de los residuos ponderados Petrov-Galerkin. Tomando la

ecuacion (6.53).

dé AW, dé
Wiu— — —k— =0 6.62
/Q e dr dz ( )
y definiendo a la funciéon de peso como:
dn,
W, =N +1u—— 6.63
= Nt (6.63)
donde el primer término reproduce el método de Galerkin mientras que el segundo es una pertur-
bacién cuyo efecto en la matriz es tal que al ser aplicado a un término proporcional a g—f produce un

término similar a uno difusivo. El parametro 7 debe ajustarse en funciéon de la cantidad de pertur-
bacién (difusién artificial) a agregar. De todos modos existen muchos trabajos que dan cuenta de la
buena confiabilidad de la definicion:

"= Y(Pe)—— (6.64)
Frll

donde H%u” equivale al vector velocidad transformado al elemento méster y la funcién ¢ (Pe) es
la llamada funcién mégica definida més arriba.

Un aspecto de importancia es la continuidad de las funciones de peso. Segtin la definicién N; € CV,
luego W; € C~! con lo cual se plantea una dificultad matemética que ha sido muy bien estudiada. Sin
entrar en detalles las conclusiones han sido que el problema se suscita en los bordes entre elementos y
que la formulacién variacional que surge del planteamiento de la forma débil del método de los residuos
ponderados arroja la satisfaccién de las ecuaciones en el interior de los elementos y de los flujos en los

bordes.
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Su extensién al caso multidimensional dié origen a los métodos denominados Streamline diffusion
ya que introducen la difusién segin las lineas de corriente. Estos métodos han mostrado ser muy
robustos y eficientes a la hora de resolver problemas de flujo de fluidos no obstante, a diferencia del
caso unidimensional, ahora no se cuenta con una solucién que permita controlar la cantidad de difusién
a agregar y esta debe ser introducida acorde a criterios ad-hoc.

La extension al caso de sistemas de ecuaciones, tal como ocurre con los modelos de Navier-Stokes
y Euler requieren un estudio un poco mas detallado del tema y sera abordado en futuros capitulos.

6.8. El caso multidimensional

6.8.1. Introduccion

En esta seccion por su simplicidad presentaremos el caso 2D siendo directa la extension a 3D.
En cuanto a las funciones de interpolacién existe mucha bibliografia en la cual se puede hallar las
expresiones de las mismas tanto para funciones de diferente grado de continuidad como de diferente
orden polinomial. Nosotros aqui solo trataremos el caso de funciones de prueba de clase C° multilineales
sobre elementos de forma triangular o cuadrangular. Dado que en el caso multidimensional se presentan
situaciones geométricas completamente arbitrarias lo mejor para ordenar el tratamiento del tema es
introducir las funciones de forma en el elemento master y luego mencionar los detalles del mapeo que
transforma las coordenadas reales en las del elemento de referencia.

6.8.2. Elemento triangular

El tridngulo es una forma particularmente muy 1util porque permite representar con bastante
precisién dominios de forma arbitraria. Para un tridngulo tipico e con nodos numerados en sentido
antihorario 4, j, k y ubicados en los vértices del mismo como se muestra en la figura 6.3 buscamos una
funciones de forma elemental Nf(x,y) tal que,

Ni(z,y) =1 en x =i,y =y
Nie(x7y):0 eN T =T4,Tk,Y = Y5, Yk
con N;(x,y) continua sobre Ueese I'e

con Ni(z,y) # 0 Ueese Qe

(6.65)

con S¢ el conjunto de elementos que contienen al nodo 1.

El mapeo de cualquier tridngulo al elemento master puede verse en la figura 6.8, donde los nodos
1, j, k se posicionan en 1,2, 3 respectivamente.

Las funciones de interpolacién lineales que satisfacen lo anterior son:

Ni(§,n)=1-&§—n
No(&m) =¢ (6.66)
N3(£777) =0

Como se puede apreciar geométricamente con 3 puntos definimos exactamente un plano y por lo
tanto el gradiente de cualquier funcién ¢ definida como combinacion lineal de sus tres valores nodales
serd constante dentro del elemento. Calcularemos primero el mapeo.
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3
k=1

=x1(1 =& —n) + 22 + 237

=z 4 E(xa — 1) + (x5 — 1) (6.67)

3
y(&m) =Y ukNe(&n)
k=1

=y (1 =& —n) + 326 +y3n
=y1 +&(y2 — 1) Fn(ys —y1)

De lo cual surge que dado un par (£,7) podemos calcular inmediatamente su correspondiente (Z, )
y viceversa. Retomando lo dicho antes con la aproximacién de la soluciéon tenemos

3 3
u(a,y) = > ueNg(x (&), y(&m) = Y uNE (€ n) (6.68)
k=1 k=1
Entonces
u® = uy + §(uz —ur) +nus — ua)
e e e e e e 6.69
vue:<8l78u):<6u%_i_au@’@u%_i_au@) (6.69)
dxr ~ Jy o Ox  On dx” 06 Oy  On Oy
donde
ggb = ¢o — ¢1 = constante
afb (6.70)
— = ¢3 — ¢1 = constante
on

con ¢ =x,Y,u
Lo mismo vale para los elementos del jacobiano y su inversa

9 oy or  dy
J=|% g) J 1= % gg) (6.71)
on

Jdy Oy
_ L (=) —(2—w) 0 ((ma—11) ()
=g () () ) (6.72)

con el determinante del jacobiano expresado como

|J| = (2 —21)(y3 — 1) — (y2 — y1)(x3 — 21) (6.73)

Con toda esta informaciéon es posible reemplazar en las integrales que surgen al aplicar el método
de los residuos ponderados y obtener tanto la matriz del sistema como el vector miembro derecho. La
ventaja del uso de elementos triangulares radica en que al ser los gradientes constantes permiten sim-
ples reglas de integracién. No obstante mas adelante veremos que en pos dee generalizar el tratamiento
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introduciremos la integracién numérica como medio para evaluar las mismas. Una vez que las contri-
buciones elementales han sido computadas se deben agregar a la matriz global. Este procedimiento
puede visualizarse en la figura 6.9 donde se muestra un ejemplo 2D discretizado mediante elementos
triangulares lineales. La forma en que se hace la numeracion de la malla influye notablemente en la
posicién de los elementos no nulos de la malla y esto influye directamente sobre la definicién del ancho
de banda de la matriz, un pardmetro que afecta el costo de resolver el sistema en forma drastica.
Visualizando el elemento e = 1 si por un momento alteramos la numeracién intercambiando aquella
del nodo 4 con la del nodo 17, entonces la matriz serd llena y el ancho de banda coincide con la
dimensiéon completa de la matriz.

6.8.3. Elemento cuadrangular

Los elementos cuadrangulares si bien poseen menos posibilidades de representar con precisién un
dominio de forma arbitraria tienen como ventaja su buena performance en aplicaciones de mecanica
de fluidos. En el caso de elementos cuadrangulares la transformacién al elemento master se ilustra en
la figura 6.10.
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PIECEWISE DEFINED TRIAL FUNCTIONS AND THE FINITE ELEMENT METHOD
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Figura 6.4: Continuidad de las funciones de forma
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Figura 6.6: Malla del ejemplo 1
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Figura 6.7: Aproximaciones de mayor orden
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Figura 6.8: Mapeo para elementos triangulares
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FIGURE 3.10. Triangular finite elements used to represent the
profile of a dam.
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Figura 6.9: Ensamble para mallas triangulares

((docver curso-cfd-0.0.2-15-gb72220a ’clean) (docdate Sun Sep 30 12:31:24 2007 -0300) (proc-date Sun Sep 30 12:33:23 2007 -0300)) 177



CApPiTULO 6. METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
Seccion 6.8. El caso multidimensional

Las funciones de interpolacion se calculan como el producto cartesiano de las funciones de prueba
unidimensionales (funciones bilineales) y pueden escribirse como:

Ny = 71+ &€)1 + )
gi:{—1;+1;+1;—1} (6.74)
mz{—l;—l;—kl;—kl}

Esto origina un polinomio incompleto de segundo grado. De la misma forma que en el caso trian-
gular el mapeo se logra interpolando cada coordenada segun:

4
2(&m) =Y apNe(&m) =
k=1

= i{m(l — A —n) + 221+ —n) +a3(1+&)(1+n) +za(1 = €)(1 +n)} -

_ T +£U21-IE3+964 +€[(9€2+$3) ; (21 +£U4)} +n[(9€3+$4) ; (x1 + z2)
(x1 4+ x3) — (22 +$4)}
4

(6.75)

|+

+£n[

Entonces dado (£, 7) podemos calcular inmediatamente su correspondiente (Z, %) pero no podemos
plantear la correspondencia inversa ya que el sistema es incompletamente cuadratico.

En estos casos ni los gradientes ni los jacobianos son constantes por elemento sino que dependen
de la posicion. Esto agrega complicacién algebraica al calculo de las integrales y es aqui donde mas
rédito se obtiene de emplear integracién numérica.

Ly N
K (1,2)

v X

1 2
(_11_1)

Figura 6.10: Mapeo elemento cuadrangular
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6.8.4. Transformacion de coordenadas

Tanto los métodos globales como los locales de alto 6rden requieren realizar integrales sobre por-
ciones extendidas del dominio, incluso sobre la totalidad del mismo, los cuales dificilmente pueden ser
representados por elementos de forma simple. La complejidad de los dominios de céalculo hace necesa-
ria una transformacién de coordenadas de forma de poder llevar un dominio arbitrario (z,y) a otro
mucho mas simple Q(f ,n) donde realizar las operaciones tales como la integracién para el célculo del
sistema algebraico a resolver.

Por transformacién de coordenadas o mapeo del inglés mapping entendemos una transformacién
univoca entre (£,7n) y (z,y). Para entrar en tema consideremos la familiar transformacién de coorde-
nadas cilindricas polares a cartesianas, donde

x =1 cos(0)

Z _ :Sm(e) (6.76)
n=2~0

En la figura 77 vemos detalles bien conocidos de esta transformacién. Supongamos que un mapeo
en general se describa mediante funciones

r = fl(ﬁﬂ?)
Yy = f2(§777)
z= f3(&m) ()

.%'k:fk(gj) j,kzl,...,ndm

con ndm el nimero de dimensiones del dominio o nimero de variables independientes espaciales.
Una vez que se conocen las coordenadas en el dominio fisico de cada uno de los elementos de la malla
(¢, y%) € Q° C Qy elegido el tipo de mapeo a realizar fi(§;) se pueden escribir las funciones de forma y
sus derivadas sobre el elemento de referencia master (Q) de tal forma de poder realizar las integraciones
propias del método sobre este dominio sencillo apelando a técnicas standard de célculo numérico como
la integracion por cuadratura gaussiana u otras. Los requisitos de continuidad de las funciones en
los contornos entre elementos se garantiza eligiendo apropiadamente las funciones de forma. En las
aplicaciones standard del método de los elementos finitos se usan funciones de forma del tipo C?, o sea
continuas con todas sus derivadas discontinuas. No obstante eligiendo apropiadamente estas funciones
se podrian obtener aproximaciones con mayor suavidad. Cuando presentamos las diferentes técnicas
numéricas aplicadas a los modelos vimos que existe la necesidad de derivar las funciones de forma
respecto a las variables independientes, tanto las coordenadas espaciales en el dominio global como el
tiempo. Con respecto a las derivadas especiales es necesario aplicar la regla de la cadena:
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ONf _ ONfOg  ONfOn
or  0¢ Ox on Oz
ONf _ ONpO§  ONfon

dy 9 9y In dy
VNZE = J_lvgNle

ONf
VN[ = <a%f>

on

oz Oy
_ | o¢ 0O
I={6: oy
on  On

donde J es el jacobiano de la transformacién, una medida de la deformacién que se requiere para
llevar un diferencial de elemento en el dominio local a otro en el global. Como se alcanza a ver para
que la transformacién exista se requiere que el jacobiano sea inversible. Para ver como se transforma
el area tomamos:

(6.77)

dxdy = |J|d&dn (6.78)

De esta forma tenemos todos los elementos necesarios para realizar cualquier integraciéon que surge
de la aplicacion del método de los elementos finitos . Supongamos que tomamos la siguiente integral
proveniente de un problema de conduccion térmica sobre un dominio mapeable en un cuadrado:

I= / kV Ny - V Ny, dxdy
Ql 1 (6.79)
— [ ] @ veNy) - 3 VeN;) ldean
—-1J-1

Mapeo paramétrico

Una forma 1til de definir un mapeo de entre muchas posibles alternativas es utilizando la misma
clase de funciones utilizadas para interpolar la o las variables dependientes de un problema ¢. En
este caso cada una de las coordenadas espaciales pueden tratarse como si fueran una funciéon mas a
aproximar:

M
T = Z Nle(ga 77)3%
=1 (6.80)

M
y=>> N(&nu
=1

Si elegimos las mismas funciones de forma para las variables dependientes e independientes, en-
tonces la aproximacion se denomina isoparamétrica. Ya que las funciones de forma son continuas el
mapeo paramétrico serd continuo. De todas formas es posible aproximar a distinto orden las variables
independientes y las dependientes aunque no es lo usual. Con el mapeo se simplifica mucho el andlisis
y la programacién de los esquemas numéricos.
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6.8.5. Integracion numérica

El célculo de las contribuciones elementales tanto de la matriz como del vector miembro derecho
requiere resolver integrales sobre el dominio ocupado por cada elemento con un integrando que contiene
al operador diferencial discreto pesado con alguna funciéon de prueba. Tanto la forma del elemento en
principio arbitraria como el grado de las funciones de forma pueden complicar demasiado la evaluacién
analitica del problema haciendo este procedimiento completamente dependiente de la aplicacién. Para
ganar en generalidad e incluso para facilitar la tarea se recurre a integrar numéricamente. Esto consiste
en reemplazar la integral por una suma donde cada término de la misma es el producto del integrando
evaluado en cada punto de muestreo pesado con un valor correspondiente a cada uno de esos mismos
puntos. Por ejemplo en 1D

Npg

1
1= / GEE =S GlEpg)pg (6.81)
-1 pg

donde &4, wpy son las coordenadas de cada punto de muestreo y su correspondiente peso. La forma
en que se deducen las coordenadas y los pesos en los puntos de muestreo diferencian a un método
de otro. Sin entrar en detalles técnicos acerca de este tema el cual es ampliamente tratado en cursos
regulares de calculo numérico podemos decir que en el contexto de método de los elementos finitos es
muy usual el método de la cuadratura gaussiana. Este procedimiento define la posicién de los puntos
de muestreo en el interior del dominio de forma de aproximar exactamente la integral de una funcién
aproximada por un polinomio de grado < p. Sea la funcién

Fp(&) = ao + a4 -+ + optP+ (6.82)

cuya integral evaluada numéricamente mediante (6.81) nos da:

1 Npg
I'= / Fy(§)d€ = ZFp(épg)wpg =
- Py (6.83)
wo(ap + 1o + - + apéh) +wi(ag + &+ + aph) + -+

WNpg(@0 + 1éNpg + -+ + apgﬁ/pg)

Comparando la integral exacta

209 «o
I,=2 e S ——
ex o + 3 + p+1

con la numérica (6.83) se establece un sistema de p + 1 ecuaciones con 2(Npg + 1) incdgnitas y la
solucién solo es posible cuando

[1—(=1)PY (6.84)

p+1=2(Npg+1) (6.85)

vy ya que Npg es un entero p serd siempre un niimero impar.

Comparando este método de cuadratura de Gauss-Legendre con el método de Newton-Cotes ve-
mos que este permite con 3 evaluaciones aproximar un integrando de 5to orden mientras que el de
Newton-Cotes con 3 evaluaciones solo permite aproximar exactamente una funcién de tercer orden.
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Cuadro 6.1: Precision de la integracién por Puntos de Gauss

Las coordenadas de los puntos de muestreo y sus pesos correspondientes tanto para el caso 1D como
para el multidimensional pueden consultarse en la abundante bibliografia del tema.

6.9. Problemas dependientes del tiempo

En esta clase de problemas el tiempo aparece como una variable independiente adicional y lo que se
busca es la evolucion temporal de la solucién que a su vez es variable en el espacio. Estos problemas,
denominados de valores iniciales ocurren muy frecuentemente en las aplicaciones, en problemas de
difusién transiente, en propagacién de ondas, en problemas de inestabilidad de flujos, etc. En el caso
estacionario la discretizacién de las variables independientes (en este caso las espaciales) conducia a un
sistema de ecuaciones algebraicas. Ahora, discretizando en una primera etapa las variables espaciales se
alcanza un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que puede ser resuelto tal como esta aplicando
técnicas ad-hoc para tal fin. Este método se lo conoce como de semidiscretizaciéon parcial. La otra
alternativa es en una segunda etapa discretizar la variable independiente tiempo mediante alguna
técnica, método de los elementos finitos o método de las diferencias finitas , conduciendo nuevamente
a un sistemas de ecuaciones algebraicas .

6.9.1. Discretizacién parcial

Si bien este método fue presentado como para desacoplar el tratamiento de las variables espaciales
respecto a la temporal también puede ser aplicado al caso estacionario cuando queremos discretizar
solo algunas de las variables espaciales y no todas. Supongamos que ¢ = ¢(x,y, z) sea una funcién a
encontrar dependiente de las tres coordenadas espaciales. Podemos aproximar esta funcion de la forma
habitual

M
¢%<ZA5:¢+ Zam(y)Nm(xaz) (6'86)
m=1

Reemplazando la anterior en el problema diferencial produce que todas las derivadas respecto a y
permaneceran tal cual y las restantes derivadas asumiran su versién discreta, llegando finalmente al
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias siguiente:

da
Ka+C—+..-=f (687)

dy
con el orden de la ecuacion diferencial ordinaria determinado por el maximo orden de derivacién
respecto a y. Este tipo de solucién prueba ser 1util cuando el dominio es prismatico en y, o sea no
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depende de y.
En general podemos decir que si el problema fisico viene gobernado por la ecuacién diferencial

0 0%¢
entonces si la aproximacién planteada es del tipo
M
dr =1+ Y am(t)Np(z,y,2) (6.89)

m=1
entonces el sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias resultante se puede escribir como:

Map—a + C@ +Ka="f

dt? dt B

My, = / BV N, d
Q

(6.90)
Clm = / aW, Ny, d)
Q

Ky, = —/WlﬁdeQ
Q

oY 02
_ L~ a=” — 857 ) Wids
Ji /Q<p+ Ve ~hg)W
Adecuadas condiciones de borde sobre I' para todo instante ¢ junto con valores iniciales para
a(t =0) y para %‘(t = 0) si # # 0 deben suministrarse para un buen planteamiento del problema.

Ejemplos tipicos de las ecuaciones anteriores son:

2 1 2
ﬁ — —@ =0 propagacién de ondas
0x? 2 Ot?
82¢ 82¢ 82¢ (6'91)
H(W + 671/2) +Q - PCom = 0 ecuacién del calor lineal

Posponemos para capitulos posteriores la resoluciéon de algunos problemas no estacionarios.

6.9.2. Discretizacion espacio-temporal por elementos finitos

La resolucién del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias que fue presentado en la seccién
anterior requiere de utilizar algoritmos numéricos que permitan integrar en el tiempo a las mismas.
La otra alternativa posible es la de discretizar el operador temporal de alguna forma para convertir
el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en un sistemas de ecuaciones algebraicas que puede
resolverse de la misma forma que hemos visto para problemas en estado estacionario. La discretizacion
de la variable independiente tiempo se puede efectuar de muchas formas, entre ellas la mas usual
es recurrir a esquemas simples en diferencias finitas. Esto consiste en discretizar la o las derivadas
temporales mediante esquemas en diferencias y este tema serd tratado con mayor grado de detalle mas
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adelante. Por el momento solo ejemplificamos como se podria efectuar esta discretizacion para el caso
de una ecuacién como la (6.90).

d’a da
M— +C—+Ka="f
T
(6.92)
an+1 — 23" 4 an—l an+1 o an—l
C Ka*=f
(A1)? * N

donde vemos que existen tres niveles de tiempo t"~! = " — At = (n — 1)At, t" = nAt y " =
t"+ At = (n+1)At y ademds hemos empleado operadores en diferencias centradas. La forma de llevar
a cabo el célculo da oria gen a dos clases de métodos, los explicitos y los implicitos. En los primeros
no se requiere invertir ninguna matriz y el valor de la solucién en un instante de tiempo se puede
despejar directamente a partir de aquellos valores de la solucién evaluada en tiempos anteriores. En
el caso implicito esto no es factible y se requiere invertir un sistema. Este tema serd profundizado mas
adelante.

La segunda alternativa que exploraremos con mas detalle a continuacién es la de usar funciones
de prueba dependientes del tiempo. El hecho de que no sea esta una forma general de trabajo se debe
a que:

1.- problemas con tiempos caracteristicos largos involucran un excesivo volimen de calculo,
2.- las matrices resultan en general no simétricas aun usando el método de Galerkin,

3.- la simple topologia que existe en el dominio temporal ofrece poco atractivo para usar discreti-
zacion irregulares en el tiempo.

En los ultimos tiempos ha habido un gran interés por el uso de formulaciones espacio-temporales
para tratar problemas con dominios variables en el tiempo.

Por su mayor grado de aplicacién en el area de la mecénica de fluidos en la seccién que sigue
trataremos exclusivamente el caso de ecuaciones de primer orden.

Ecuaciones de primer orden

Tomando el caso de = 0 en (6.88) llegamos al siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias

da
Co tKa=f (6.93)
Las condiciones iniciales implican conocer el valor de ¢(t = 0) lo cual en forma discreta equivale
a conocer a(t = 0) = a’. De acuerdo a (6.89) vemos que el problema espacial y el temporal estan
desacoplados por lo que una posterior aproximacién, ahora exclusivamente en el tiempo, para la

incégnita a se puede plantear. Entonces,

o
axa= Z a" N, (6.94)
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con a"™ = a(t = t,,). Consideremos un elemento n el tiempo con sus nodos extremos ¢t = t,, y
t = tp+1 como se muestra en la figura 6.8.
Por lo tanto

Ny =1-T w1 =1
dvy _ -1 dNpr _ 1
dt — At, dt Aty (6.95)
t—t,
T —
At,

Aplicando el método de los residuos ponderados a (6.93) llegamos a:

Atn = thrl —tn

~

& d
/ (CﬁjLKéff(t))Wndt:o n=0,1,2,... (6.96)
0 dt

Si las funciones de peso elegidas satisfacen que

W, =0, t<tp yt>tnt (6.97)
(6.96) se escribe como:
e da
/ <CE +Ka-— f(t))Wndt —0  n=012,... (6.98)
t

mientras que (6.94) se escribe como:

a=a"N!+a" "N, (6.99)

la cual reemplazada en (6.98) produce

1
/ [Q(_an +amt) £ K{a"(1 = T) + a™ T} — £(t, + AtnT)] W, dT = 0
0

Aty (6.100)
n=0,1,2,...
Estas funciones de peso equivalen a funciones constantes a trozos por elemento.
Si las matrices C y K fueran independientes del tiempo entonces:
C 1 1 C 1 1
/ Wy,dT + K/ TWndT}a”H—i—{—/ WodT + K/ (1-T)W,dT}a" =

1
= / £(ty + At,T)WydT
0

(6.101) es valida para cada elemento n de la discretizacién temporal o sea que permite para cada
n obtener los valores de la incégnita a',a a3... comenzando con el valor a’. Este tipo de esquema
de marcha temporal se lo denomina de dos niveles ya que cada calculo involucra solo dos instantes de
tiempo, el actual y el anterior. Existen extensiones a esto que involucran varios niveles de tiempo pero

no seran abordados por el momento.
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Para generalizar el tratamiento la expresién (6.101) puede reescribirse para ser usada con cualuquier
funcién de peso de la siguiente forma:

+ K a4 +(1—)K)a" ="

_ <
At,

1 1
Y = / W, TdT/ / W, dT (6.102)
0 0

(2%,

1 1
' = / f(t, + At,T)W,dT/ / W, dT
0 0

y yva que la funcién f en general varian suavemente en el tiempo es algunas veces conveniente
interpolarla mediante:

f(t, + TAt,) = f"NX(T) + £ IN2 (T) 0<T<1 (6.103)
Reemplazando (6.103) en (6.102) llegamos a:

£ = (1= )"+ f™ (6.104)

con lo cual (6.102) se escribe como:

(Actn + %K>a"+1 + ( - AL

Si f no fuera una funcién suave entonces (6.102) debe ser evaluado exactamente.

+(1- %)K) a" = (1 — y)f" + 7, £ (6.105)

Algunos esquemas en particular

Colocacion Tomemos el caso del método de los residuos ponderados utilizando como funcén de peso

la colocacién puntual. En este caso lo de puntual debe reinterpretarse como su equivalente temporal,
o sea evaluada no en un punto en el espacio sino en un instante de tiempo. Si W,, = §(T — 0), n =
0,1,2,..., entonces de (6.102) surge que

Yo =0 (6.106)

la cual reemplazada en (6.105) nos da el bien conocido método theta que se escribe como:

C n+1 . C o n __ o n n+1
(E+9K)a +( At 9)K>a — (1—0)f" + of (6.107)

Este método sirve como un marco teérico general ya que de él se derivan muchos de los esquemas
frecuentemente usado en la practica. Algunos de los ejemplos més citados son:

1.- Esquema Forward Euler, § = 0,
2.- Esquema Backward Euler, 6 = 1,

3.- Crank-Nicolson, 6 = 1/,
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Galerkin Si en lugar de usar colocacién aplicamos el método de Galerkin (W,, = N,,) y si tomamos
funciones de prueba de la clase C? satisfaciendo que:

N, =0 Vi<tn_1 yt>tpt (6.108)
al reemplazar en (6.98) se obtiene el siguiente esquema:

(% + éK)a”H + %Ka” - ( - % + éK)a”*1 = %f"“ + gf” - éf"*l (6.109)

que es un esquema de tres niveles de tiempo. De esta forma hemos visto que el tratamiento
empleado sobre la discretizacién espacial puede ser extendido a la temporal en forma directa donde
los esquemas multipasos tienen su correspondencia con la aproximacién de mayor orden en el tiempo.
Detalles acerca de la forma de resolver la semidiscretizacién asi como la discretizacién completa se

posponen para un préximo capitulo.

6.10. El método de los elementos finitos aplicado a las leyes de
conservacion

En esta seccién presentamos una aplicacion del método de los elementos finitos a un sistema de
leyes de conservacién, tipica en la modelizacién matematica de problemas de mecanica de fluidos. Hasta
aqui habiamos considerado casi exclusivamente el caso escalar y lineal. Las leyes de conservacién tal
como fueron presentadas al comienzo forman un sistema de ecuaciones no lineales. Su tratamiento no
difiere a lo visto para el caso escalar y tampoco respecto a lo dicho sobre sistemas en el caso de la
aplicaciéon del método de los residuos ponderados con aproximaciones globales. Por lo tanto y por no
abundar en detalles pasamos directamente a la aplicacién del método de los elementos finitos a las
ecuaciones de conservacion.

Consideremos las leyes de conservacion de la forma:

%—I;+V-F:Q (6.110)

siendo F el vector de flujos. Supongamos por un momento que solo incluimos los flujos convectivos
dentro de éste y que aplicamos las siguientes condiciones iniciales sobre el dominio §2 y sobre el contorno
I'=TguTly:

U(x,0) = Up(x) t=0 xeN
U(x,t) = Up(x) t>0 xel (6.111)
F-n=F,=g¢g t>0 xeIy
Definiendo una forma débil con W = 0 sobre I'y llegamos a

/QW%I;dQJr/QW(V-F)dQ—/QWQ (6.112)

que seguido a una integraciéon por partes conduce a
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/WdQ /(F-V)WdQJr/FWF'dF:/QWQ (6.113)

Interpolando la solucién

U=> Upn(t)Nn(x) (6.114)

y debido a que el flujo es generalmente una funcién no lineal de U es preferible una representacién
separada para los flujos

F=> F,Nyx) (6.115)

Usando el método de Galerkin (W = IN), la ecuacién para el nodo j es:

du,,
Z/ NmdeQ—ZFm/ Nm-VdeQ—i—/ gdeF:/ N;Q (6.116)

donde €; es el subdominio formado por todos los elementos que contienen al nodo j y la suma
sobre m cubre todos los nodos de €2;.
La matriz de masa se define como:

M,,; = / N,,N;dQ (6.117)
Q;
mientas que la de rigidez es
K, = / N,,, - VN,d$) (6.118)
Q2

que como se alcanza a ver es no simétrica.
Lo anterior conduce a:

ZMm] T ZF Ko = /NJQ Ngdr (6.119)

Si tuviéramos difus1on fisica entonces la discretizacién se lleva a cabo conforme a lo ya visto
anteriormente y queda solo un comentario acerca del tratamiento de la matriz de masa. FEn diferencias
finitas es usual una aproximacién a dzj que conduce a una matriz diagonal mientras que en elementos
finitos usando un método tipo Galerkin la misma no es diagonal masa consistente. En las aplicaciones
habituales los sistemas a resolver son enormes en tamafio por lo que es casi imprescindible muchas
veces recurrir a métodos de resolucion explicitos. Estos requieren que la matriz asociada al miembro
izquierdo de la ecuacién algebraica sea diagonal por lo que en el caso del método de los elementos
finitos lo que se suele hacer es concentrar los términos en la diagonal, técnica conocida con el nombre
de lumping,

= () M), (6.120)
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6.11. TP.VI- Trabajo Practico

método de los elementos finitos en 1D

1. Dada una malla unidimensional formada por 5 nodos equiespaciados y numerados consecutiva-
mente de izquierda a derecha, con el extremo izquierdo en z = 0 y el derecho en x = 1. Calcular

la matriz
K = {K;;}
1
0
i,j=1,...,5
usando

a.- funciones de prueba lineales a trozo definidas como

1 i=j

) ~, 1,7 nodos de la malla
0 i F

Ni(zj) = {

variando linealmente dentro de cada elemento.
b.- usando funciones del tipo N; = z*. Compare con la matriz obtenida en (a)

c.- Repita (a) pero usando la siguiente numeracién:

x
0.00
0.25
0.50
0.75
1.00

(6.122)

ORI NGJCINS, G

Compare con (a)

2. Evaltie que tipo de funciones de forma utilizar para resolver las ecuaciones diferenciales que
abajo se muestran si se adopta el método de Galerkin. Fundamentar la selecciéon hecha.

d2
@ S5+e=0

EI%e £ M =0

(b) {dszi b — —u (6.123)
rre ==
d*o
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3. Resolver la ecuacén 327? +¢=0con ¢p(x =0) =1y ¢(xr =1) =0 usando el método de Galerkin
con 4 elementos lineales de igual tamano. Tome la ecuacién del nodo central y evalde el orden
de precisién del esquema. Ayuda: Expandir usando series de Taylor la ecuacién del nodo

4. (Uso del FemCode en 1D)

Usando el programa FemCode resolver la ecuacién
d2
e _ p=1 0<z<1
da® 6.124
Ble=0)=0 (6.124)
plr=1)=1

usando 4,8,16,32 y 64 elementos lineales.

a.- Calcule la solucion exacta de este problema.

b.- Trazar la curva de error vs tamano de elemento en forma logaritmica y estimar el orden de
convergencia de la aproximacién.

c.- Compare lo obtenido con lo tedrico.

5. (Uso del FemCode en 1D)

Usando el FemCode resolver el problema unidimensional

d  dé
bz = 0) = 0 (6.125)
bz =1)=1

utilizando elementos cuadraticos y ciibicos. Hacer un estudio del orden de convergencia de cada
uno de ellos.

6. (Mapeo)

Un elemento de 4 nodos se muestra en la figura siguiente. Construya un mapeo isoparamétrico
entre este y un elemento bilineal cuadrado sobre —1 < &,7n < 1.

7. (Mapeo)
Encuentre el mapeo isoparamétrico a un elemento serendipido de 8 nodos del elemento de la
figura, con el borde curvo descripto por la funcién y* = 5z.

8. (Integracién numérica)
En el cémputo por elementos finitos es muy usual evaluar integrales del tipo

ON,; ON;
er 812 oz dwkdwl

y er Nl‘del‘kdl'l .

Determine el nimero de puntos de Gauss que se necesitan tomar si requerimos que ambas
integrales se evaliien exactamente usando elementos :
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(a) triangulares
(b) cuadrangulares de 4 nodos

(c) cuadrangulares de 9 nodos

9. (Uso del FemCode en 2D)

Resolver para una geometria plana anular con r; = 0.1 y r, = 1 un problema de conduccién
térmica con conductividad constante x = 1 imponiendo la temperatura sobre la pared circular
interior a un valor nulo. Sobre la pared circular exterior la misma esta aislada salvo en la
porcién 0 < 6 < 7/2 donde el flujo térmico alcanza un valor unitario. Determinar el campo de
temperaturas resultante 7' = T'(r, theta) y mostrar las isotermas.

10. (Upwind)

Resolver la ecuacién de transporte

v-VT =V (kVT)

T(x=0,y)=0
Tx=1y) =1 (6.126)
k=1073

(x,y) €[0,1] x [0,1]

usando el programa FemCode para una malla bidimensional compuesta por 10 x 10 elementos
tomando:

a.- v = [1073,0] sin upwind,
b.- v = [1,0] sin upwind,
c.- v = [1,0] con upwind,
Sacar algunas conclusiones de acuerdo a los resultados obtenidos.

11. Repita el ejemplo anterior usando una velocidad no alineada con la malla. Tome lo mismo que
antes con una velocidad orientada a 30 grados respecto al eje horizontal.

((docver curso-cfd-0.0.2-15-gb72220a ’clean) (docdate Sun Sep 30 12:31:24 2007 -0300) (proc-date Sun Sep 30 12:33:23 2007 -0300)) 191



CAPITULO 6. METODO DE LOS ELEMENTOS FINITOS
Seccion 6.11. TP.VI- Trabajo Practico

'y |
‘4, ‘” ¢ =4x 2
Thermally 3 4
insulated ®.4
a
ie., a—ﬁ= 0

Qr 9=xy
1

d ¢ >
0 (5, 0)

"

4400 1)

;¢ (05, 05)

0l 1 2 >t

(0, 0) (0.5, 0) (1,0)

Figura 6.11: Mapeo isoparamétrico
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02,1 W8, 1N (1M
0 —0
6 5 B

ne
(0.0125, 0.5) 3 ¢ (1, 0.5)
10 1 2
> O - - X
(0.0 (0.5, 0) (1,0)

Figura 6.12: Mapeo isoparamétrico
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Capitulo 7

Método de los volumenes finitos

7.1. Introduccion

Continuando con la presentacién de los diferentes métodos que surgen a partir del método de los
residuos ponderados ahora trataremos el caso del método de los volimenes finitos . A modo de restimen
de lo visto antes la aplicaciéon del método de los residuos ponderados a las ecuaciones de conservacion
fue escrita como:

/WdQJr/QWV-FdQ:/QWQ (7.1)

Los métodos de colocacién, tanto el caso puntual como el de subdominios, usan la ecuacién residual
sin integracion parcial sobre la funcion de peso quedando el problema en forma diferencial. Si a cada
nodo j del dominio le asignamos un subdominio €2; y si tomamos una funcién de peso definida como:

Wij(x) =0 x ¢ €
Wj(X) =1 X € Qj (72)

que aplicada a (7.1) nos da:

—dQ+ / V. FdQ = / QdQ (7.3)

que equivale a la misma ley de conservacion aplicada a cada subdominio. La idea detras del método
de los volumenes finitos es discretizar cada integral siendo esta la principal diferencia del método
respecto a muchos otros que llevan el problema a una formulacién diferencial. Para poder arribar a
la forma més conveniente del método de los volimenes finitos debemos aplicar a (7.3) el teorema de
Gauss-Green o de la divergencia y transformar la integral de voliimen en otra de superficie,

aﬂde ?{ F.dS = / QdQ (7.4)
at Ly Q;

(7.4) es la ecuacién bésica del metodo de los voliimenes finitos que tiene como una de sus principales
ventajas la de trabajar con el término de los flujos sobre el contorno del dominio, con lo cual si el
costo computacional es dominado por esta operacién la reduccién del mismo puede ser notable. A
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partir de (7.4) se necesita discretizar las integrales de alguna forma y lograr el sistema discreto final
a resolver. Ya que el método es planteado sobre la forma integral de las leyes de conservacién es de
notar que al satisfacer las mismas sobre cada subdominio implica satisfacerlas sobre el dominio global.
Por ejemplo, si planteamos las leyes de conservacién sobre los 3 dominios de la figura 7.1 llegamos a:

B

Figura 7.1: Leyes de conservacion para subdominios del dominio €2

8—UdQ + y{ F-dS = QdS}
o, Ot ABCA o

aiUdQ 4 7{ F-dS = / QdS) (7.5)
0, Ot DEBD Q

ou

dQ+}1§ F.dS= | Qdo
o, Ot AEDA 03

que sumados producen el mismo resultado que si lo hubiéramos aplicado a todo el dominio. Esto se
explica ya que dos subdominios vecinos por una cara o arista comparten los términos de flujo, con la
diferencia que debido a la orientacién de la normal exterior a cada uno, los mismos se deben balancear,

/ F-dS:—/ F.ds (7.6)
ED DFE

Esta propiedad debe ser satisfecha si se requiere que el esquema sea conservativo, caso contrario
pueden aparecer contribuciones internas produciendo esquemas no conservativos.

Como para ilustrar la diferencia entre un esquema conservativo y otro que no lo es planteamos el
caso de una ley de conservacion en un dominio unidimensional que solo cuenta con un término de flujo
convectivo,

ou Of

En la figura 7.2 se muestra la discretizacion espacial adoptada.

aui fi+1/2 - fi71/2
N

(7.8)
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i-3/2 i-1/2 i+1/2  i+3/2

|
I

| | | |
[ [ [ [

-2 1 -1 1 i i+l 1 i+2
[ [ [ [
| | | |

Ax ~ Ax g
Figura 7.2: Grilla unidimensional

Este esquema sencillo, similar a aquel obtenido por diferencias finitas equivale a haber tomado
como volumen la longitud de cada segmento que representa cada celda, con el valor de la variable en
cada nodo de la grilla, la fuente evaluada también en cada nodo de la misma y los flujos evaluados en
los puntos medios entre los nodos. Lo anterior tambien es equivalente a haber tomado los flujos en los
nodos y tanto la variable como la fuente en el centro de cada celda.

Si aplicamos (7.8) para los nodos i + 1 e i — 1 y sumamos llegamos a:

0 (ui + w1 + ui—1) N fivsse — fizz)e

1
o 3 TAx = g(qz'ﬂ + ¢ + qi—1) (7.9)

Esto es posible ya que los flujos en los puntos intermedios se van cancelando por una propiedad
denominada telescopica. Este esquema es conservativo. Veamos para este mismo problema como lle-

gamos a un esquema no conservativo. Supongamos que f = f(u) como sucede en el flujo convectivo
de la ecuacion del momento lineal, entonces:

of of  Ou ou

o0~ 0u)os = oy

donde a(u) es conocido como el jacobiano del flujo convectivo. Pensando nuevamente en la ecuacién

de momento podemos tomar el caso de f = u?/2 donde en este caso a(u) = u, entonces la forma
matematicamente equivalente a (7.7) expresada en términos de este jacobiano es

(7.10)

ou ou
E—Fa(u)% =q (7.11)

Discretizando la (7.11)

Ou; a.“z‘+1/2 U1,

o T A T (7.12)
s
T2
Obteniendo similares expresiones para los nodos i — 1 e 7 + 1 y sumando llegamos a:
g(uz + Uit + ui—1) +(a; T )Uz’+3/2 — Ui-3/2 }( it gia) =
ot 3 i+3/2 i—3/2 6L 3 qi+1 T4 T qgi—1) = (713)
Uiypg/2 — Ui—1/2 Uir1/2 — Ui—3/2
- (ai+1/2 - ai—S/Z)T + (ai+3/2 - ai—l/Z)T
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Si hubiéramos discretizado (7.11) sobre un solo subdominio AB en lugar de agregar las contribu-
ciones de 3 subdominios equivalentes hubiéramos obtenido solo el miembro izquierdo de (7.13) , con
lo cual el miembro derecho equivale a una fuente interna numérica que no representa la fisica del pro-
blema. Haciendo un anélisis numérico sobre el esquema no conservativo mediante expansién en series
de Taylor se puede ver que la importancia de estas fuentes internas es similar al error de truncamiento
con lo cual en principio pareceria ser despreciable. No obstante, lo anterior no es valido en el caso de
existir fuertes gradientes en la solucién tal el caso de flujo transénico con ondas de choque, bastante
citado en la bibliografia.

La expresion formal de una discretizacién conservativa a (7.7) puede escribirse como:

* *
aui n fi+1/2 - fi71/2 _
ot Ax a
donde f* es llamado el flujo numérico y es una funcién de los valores de u en los puntos vecinos,

(7.14)

f;_l/Q = " (Withs - Uimkt1) (7.15)

La consistencia de (7.14) requiere que cuando la solucién u es constante el flujo numérico sea igual
al del continuo,

f(uy...;u) = f(u) (7.16)

Una consecuencia interesante de lo anterior la establece el siguiente teorema:

Teorema de Lax y Wendroff (1960) Si la solucién u; de (7.14) converge acotadamente en casi
todo punto a alguna funcién u(z,t) cuando Ax, At — 0, luego u(x,t) es una solucién débil de (7.7) .

7.2. Formulacion del método de los volimenes finitos

Hemos visto que las leyes de conservacion escritas en forma integral y aplicadas a un volimen
discreto €; pueden escribirse como en (7.4) . La forma discreta de esta se escribe como:

0

5 (Uis) + > (F-8)= Q0 (7.17)

lados

donde la suma de los flujos se refiere a todos los contornos externos de la celda de control €2;. La
figura 7.3 muestra en su parte superior un ejemplo de grilla aplicable a volimenes finitos. Tomando
la celda 1 identificada por los indice (7,j) entonces U; = Uy, j = area (ABCD) y los términos de
flujo se obtienen como suma sobre los 4 lados AB, BC,CD, DA. Asimismo en la figura inferior €);
esta representada por el area sombreada formada por los tridngulos que tienen como nodo comun al
nodo j y los flujos se obtienen sumando sobre los lados 12,23, 34,45,56,61. Esta es la formulacién
general del método de los volimenes finitos , y el usuario tiene que definir para un volimen €2;
seleccionado como estimara el volimen y las caras de la celda y como aproximara los flujos sobre estas
caras. Esto en diferencias finitas equivale a elegir la aproximacién en diferencias para las derivadas.

Para definir una formulacién conservativa se requiere:
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1-Y.9;,=9,

2.- NQ; # 0, pueden solaparse pero solo si los contornos internos que surgen del solapamiento son
comunes entre dos celdas,

3.- los flujos en las superficies de las celdas deben calcularse con independencia de a cual celda le
corresponde.

(2) significa que todos los contornos de las celdas deben pertenecer a lo sumo a dos celdas y solo
aquellos que estan en el contorno exterior del dominio pueden no satisfacer este requisito.

La condicién (3) garantiza la conservatividad.

A continuacién y tomando como referencia la figura 7.3 mencionaremos algunas diferencias entre
el método de los volimenes finitos con el método de las diferencias finitas y el método de los elementos
finitos .

1.- Las coordenadas del nodo j que es la precisa ubicacién de la variable U dentro de la celda €;
no aparece explicitamente. Consecuentemente U; no estd asociada con ningtin punto fijo del
dominio y puede considerarse como un valor promedio de la variable de flujo U sobre la celda.
Esta interpretacion surge inmediatamente inspeccionando la figura superior de la grafica 7.3.

2.- Las coordenadas de la malla aparecen solamente para definir el volimen de la celda y las areas
de las caras, por ejemplo en la misma figura superior las coordenadas A, B, C, D son suficientes.

3.- En problemas estacionarios sin fuentes el tinico término que permanece es el de la suma de
los flujos sobre las caras con lo cual el método puede programarse para barrer estas caras e ir
descargando los flujos sobre las dos celdas al mismo tiempo considerando la diferencia en signo.

4.- El método de los volimenes finitos permite una facil introduccién de las condiciones de con-
torno, especialmente aquellas que vienen expresadas en término de los flujos que pueden ser
directamente impuestos en el respectivo término.

7.2.1. Mallas y volimenes de control

En cuanto a las mallas que puede manipular el método de los voliimenes finitos este cuenta con la
misma flexibilidad que el método de los elementos finitos pero restringido a elementos con lados rectas
o caras planas. Entre las mallas posibles podemos hacer una divisién entre:

1.- mallas estructuradas, son aquellas en las cuales cualquier nodo puede ser ubicable en término
de dos indices (i,7) en 2D o tres indices (i,7j,k) en 3D. Estas mallas son muy cominmente
denominadas mallas de diferencias finitas. (Ver figuras 7.3, 7.4.)

2.- mallas no estructuradas, son aquellas cominmente empleadas por el método de los elementos
finitos y donde no es posible encontrar una expresion de 2 o 3 indices que permita ubicar un
nodo. (Ver figuras 7.5.)

Una vez que la malla se ha construido el usuario debe decidir entre 2 opciones propias del método
de los volimenes finitos :
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Figura 7.3: Grillas bidimensionales de volimenes finitos. Malla estructurada. Formulacién centrada en
las celdas.

1.- centrado en las celdas, las variables de flujo representan un promedio de los valores de la misma
sobre la celda y estédn asociadas a la celda. (ver figura 7.3 (a) y (¢))

2.- centrado en los vértices, en este caso las variables de flujo representan los valores en los vértices
o los puntos de la malla. (ver figura 7.3 (b) y (d))

7.3. El método de los volumenes finitos en 2D

Cconsideremos la ecuacién (7.4) aplicada al volimen de control ABCD de la figura 7.3 (a),

9 / UdQ + ?{ (Edy — gdz) = / QdQ (7.18)
ot Jo, ABCD Q;

donde la derivada temporal pudo ser extraida de la integral siempre que consideremos el caso
de dominio y malla fija. f y ¢ representan las dos componentes cartesianas del vector flujo F. Al
discretizar estas integrales llegamos a la siguiente expresion:

;(Uﬂ)zj + ABZC;D[fAB(yB —ya) —8ap(zp — za)] = (QQ);; (7.19)

Qapcep = Yalxac A xBD]

7.3.1. Evaluaciéon de los flujos convectivos

La evaluacién de los flujos fap v gap depende del esquema elegido tambien como de la locali-
zacién de las variables de flujo con respecto a la malla. Como es habitual en métodos numéricos en
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Figura 7.4: Grillas bidimensionales de volimenes finitos. Malla estructurada. Formulacién centrada en

los vértices.

mecanica de fluidos podemos distinguir entre esquemas centrados y aquellos que tienen upwinding. Los
primeros requieren estimaciones locales del flujo mientras que los tltimos determinan los flujos acorde
con la direccién de propagaciéon de las componentes ondulatorias. Ahora exploraremos las distintas

posibilidades.

Esquema central - centrado en la celda

1.- Promedio de flujos
fag =(fij + fit1,)
fij = [(Us)
2.- El flujo de los promedios
Ui+ Uiy
s = (Lt Vo

3.- Otro promedio de flujos
fap ="%(fa+ [B)

con
fa=f(Ua)
1
Ua = Wi+ Uisr,j + Uirr,j-1 + Uij-1)

1
fa= Z(fij + fiv1; + fixrj-1 + fij—1)
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a) b) 5

Figura 7.5: Grillas bidimensionales de volimenes finitos. Malla no estructurada. a) Formulacién cen-
trada en las celdas. b) Formulacién centrada en los vértices.

Tanto (7.21) como (7.22) son aproximaciones directas al flujo f4p. En especial esta tltima equivale
a integrar el flujo sobre cada cara usando la regla del trapecio [, fdy = (fa + fB)(yB — ya)/2.
Sumando sobre todas las caras llegamos a:

j{ F.dS =
ABCD (7.25)

= p[(fa — fo)Aypp + (f5 — fp)Ayac — (84 — 8c)Arpp — (88 — 8p) Az AC]
lo cual equivale al método de Galerkin sobre elementos triangulares o cuadrangulares.
Para el método de los volimenes finitos centrado en las celdas usando esquemas upwind el flujo
convectivo es evaluado como una funcién de la direccion de propagacion de la asociada velocidad
convectiva. Si pensamos en el caso escalar bidimensional esto tltimo puede expresarse como:

_OF

AU) = FTii a(U)i+b(U)j
(7.26)
)y =9L )= 22
ou ou
Considerando la figura 7.3 en su parte superior (centrado en las celdas), se podria definir:
(F-S)ap = (F-8);j si(A-S)ap >0 (7.27)
(F-S)ap = (F-9S)it1, si(A-S)ap <0
mientras que para el caso de centrado en los vértices (figura (b)) tenemos:
(F-S)ap=(F-S)cp si(A-S)ap >0 (7.28)
(F-S)ap = (F-S)gr si(A-S)ap <0

La desventaja de esta técnica estda en que se aumenta bastante el soporte de informacion en forma
innecesaria ya que estan involucrados los vértices (i — 2,7) e (i,7 — 2).
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Esquema central sobre una malla cartesiana

Si bien el método de los volimenes finitos es tan general como el método de los elementos finitos y
puede ser aplicado a mallas completamente no estructuradas en esta seccién trataremos el caso de una
grilla uniforme y demostraremos que el mismo es completamente equivalente a un esquema obtenido
por el método de las diferencias finitas . Si miramos la malla superior de la figura 7.3 y si por un
momento la rectificamos un poco de forma de alinear los lados con los ejes cartesianos y planteamos
las integrales de contorno sobre la curva ABCD encontramos:

LADO AB
Ayap = Yitlpj+lp = Yitlpi—th = Ay
ATAB = Tiplp jyth ~ Tigtp1p =0
LADO BC
AYBC = Yty jith ~ Yirdp gty = O
ATBC = Ti_lp ity ~ Titlpjily = —AT
LADO CD
Aycp = Yilp -1 = Yilp j41p = —Ay

AxCD - xi_l/ij_l/Q - .’L'Z_l/27]+1/2 - 0

LADO DA (7.29)
AYDA = Yigy jtp ~ Vit =0
ATDA=Tigtp -ty = Tyt i1y = AT
Q; = AzAy
faB = fii1,;
fBc = [ jv1
fep = fi_y, ;
foa=fi;_y
Reemplazando lo anterior en (7.19) llegamos a
AxAy% + (firtp s — fii1p DAY+ (g 01, — g 1) Ax = Qi AxzAy
ot i+hd i itk Jui—h J
(7.30)

oUj;j N (firtpy — fiz1p5) n (93415 — 915-15)
ot Ax Ay

Ahora tenemos que especificar como definir los flujos en los centros de los lados f; TRVRFTRTA

= Qij

Caso (a) Aplicando (7.20) a un esquema centrado en las celdas
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oUsj  (fix1,j — fim15) . (Gij+1 — Gij—1)
: : : U~ 7.31
ot T 2ax T 24y @iy (7:31)

Caso (b) Aplicando (7.24) a un esquema centrado en las celdas

U }[2(fz'+1,j — fi-14) n (fi+1,j41 — fim1,j+1) n (fit1,j—1 — fi—l,j—l)]+

ot 4 2Azx 2Ax 2Azx
1[2 (gij+1 — 9ij—1) n (Git1,5+1 — Git1,5-1) n (gi—1,j+1 — 91;71,]'71)} 0,
4 2Ay 2Ay 2Ay

(7.32)

Comentarios:
1.- Se puede demostrar que estos esquemas son de segundo orden de precision,
2.- no dependen de los valores de los flujos f;, gij,

3.- (7.31) puede generar oscilaciones debido al desacoplamiento de las ecuaciones correspondientes
a (i + j) par de aquellas donde (i + j) es impar. (7.32) no contiene este inconveniente.

Idéntico tratamiento puede hacerse con el caso de formulaciones centradas en los vértices pero esto
es dejado como ejercicio practico.

Esquemas upwind en mallas cartesianas

Supongamos la ecuaciéon de adveccién pura lineal en 2D,

oU  oU  OU
a0 99 gy =0 a,b>0 (7.33)

sobre una malla similar a la representada en la parte superior de la figura 7.3 pero rectificada de
forma de lograr alinearla con los ejes coordenados cartesianos. Si f = aU y g = bU entonces,

(F-S)ap = fijAy = aU;;Ay
F-S =—fi—1.; Ay = —alU;_1 ;A
(F-S)ep = —fim1,;Ay = —aUi1 Ay (7.34)
(F . S)BC = giij = bUZ]A.’L'
(F . S)DA = —gim_le = _bUi,j—lAm'
que reemplazada en la (7.19) aplicada a este problema nos da:
anj a b i
BN + E(UZ —Ui—15) + A—y(UZJ —Uij—1)=0 (7.35)
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Mallas no uniformes

Garantizar la precisién de segundo orden de algunos esquemas cuando las mallas involucradas son
no uniformes no es tarea facil. No entraremos en detalles aqui por ser un tema demasiado especifico
pero hacer promedios sobre mallas no uniformes es muy dependiente del problema, de la discretizacion
usada, etc. Por el momento nos conformamos con lo ya visto y debemos cuidar que las mallas no tengan
fuertes gradientes, o sea que sean suaves. Esto hace que la generacién de mallas para el método de los
volimenes finitos sea bastante restrictiva.

7.3.2. Foérmulas generales de integracién

A diferencia de los problemas convectivos donde los flujos son funciones homogéneas de primer
orden en las variables de estado, los problemas con difusién contienen en general flujos difusivos que
son dependientes tanto de la variable a resolver como de su gradiente. En esto casos se hace necesario
promediar derivadas de las variables en lugar de las variables en si misma. Un ejemplo tipico de esto
son las ecuaciones de Navier-Stokes que contienen Fy = F4(U, VU) . Una forma bastante general de
resolver esto es apelando al teorema de la divergencia y a la integraciéon por partes. Supongamos que
tenemos integrales de flujo y la queremos aproximar por el valor promedio del integrando multiplicado
por la medida del dominio de integracién. Entonces, aplicando el teorema de la divergencia,

/VUdQ:/(aUH—aU )dQ = fUds
a or 0

au

(%)Q—a *dﬂ fU‘ a5

au 1

) == —dQ— fU ds

(8y>9 Q Jo oy Q) (7.36)
dS = dyi — dzj

U
(), fom-- L
(gg)ﬂ = éjliUd:U: é%gde

Aplicando la regla de integracion del trapecio llegamos a:
ou oU 1
(a)g 0/, 02" 20 Xl]Uz + Ure1) (W1 — )

—1

=30 : (i + y141) (U1 — Uy)

' (7.37)
=350 > Uy — i)
I

-1
=90 Zyl(UlH —Up_1)
!
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(5)o= a5

-1

=0 Jy 0y ™= 30 20 U)o =21
1

= E Z(:L’l + $l+1)(Ul+1 - Ul)

l (7.38)

-1
== Z U241 — 21-1)
2Q ;
1
=5q > @Uir = Uia)
I

donde la suma se extiende a todos los vértices desde 1 hasta 6 que rodean al nodo j en la figura 7.3
con Uy =Ug y Uy = Uj.
La misma expresion se puede aplicar para el calculo del area de las celdas,

1
Q= 3 Zl:(xl +231) (i1 — W)

-1
=5 (Yt + Y1) (w11 — 1)

l
1 (7.39)
=3 Z T (Yi+1 — Yi-1)
l

-1
= 5 yl($l+1 - iUl—l)
l

Si las celdas fueras cuadrangulares se puede hallar una forma interesante y particular de la anterior
tomando la tercera de las ecuaciones (7.37,7.38,7.39) y agrupando por valores en los nodos opuestos.
Esto queda para la préactica.

Ejemplo: Ecuacién de difusiéon en 2D

Tomemos la ecuacion

ou 0, 0U 0,6 oU

e T el —(k=—)=0 7.40
ot +8x(ﬁﬁx)+8y(ﬁﬁy) ( )
considerando x constante las componentes del flujo son:
U (7.41)
= k—
g By

Considerando (7.19) llegamos a una ecuacién para cada celda, siendo la de (i, j) escrita como:

oU
<E)ijAa;Ay + (faB — fep)Ay + (980 — gpa) Az = 0 (7.42)
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El flujo f4 se toma como valor promedio entre las celdas 1678 y de manera similar con fp sobre
las celdas 1892 con lo cual se escriben como:

ou K
fa=h(5)a = ga  WUisry + Uisj-1 = Uij = Vi)
o p (7.43)

fg = H(a—x)B = E(UHLJ‘ + Uit1,j+1 — Uij — Uijj1)

Tomando fap = Yo(fa+ fB), multiplicando por Ay y haciendo lo mismo con las restantes 3 caras
se obtiene una expresion sencilla si consideramos Az = Ay,

oU; K
Btj (A7 [Ui+1,j+1 +Uis1j-1+tUic111+ U151 —4U;;| =0 (7.44)
Si en su lugar usamos
oU K

_ (YN _E o 7.45
fAB ’i( Oz )AB Az (Uz+1,] U; ) ( )

esta conduce a la standard forma del operador de Laplace en el método de las diferencias finitas

oU;; K

8t] + W |:Ui+1,j +Uijo1+Ui—1; +Uijy1 — 4Uij] =0 (7.46)

7.4. El método de los volumenes finitos en 3D

En el caso 3D los volimenes finitos mas comtinmente utilizados son los tetraedros y los hexaedros.
Con los primeros se tiene la ventaja de que son muy generales ya que cualquier dominio tridimensional
puede ser mallado con tetraedros, mientras que con hexaedros el problema no es tan sencillo existiendo
algunas restricciones. No obstante en lo que sigue pensaremos en volimenes independientemente de
su forma geométrica para aplicar algunos conceptos particulares al caso 3D.

7.4.1. Evaluacidon del area de las caras de la celda

Una importante propiedad del vector area asociado con cada celda se puede derivar a través del
teorema de la divergencia. Por ejemplo si en (7.36) usamos U = 1 entonces

de = / V1dQ =0 (7.47)
S Q

mostrando que el vector superficie de una dada cara contenida en una superficie cerrada S y
orientado en la direccién saliente

Sface = / ds (748)

depende solamente del propio contorno de la cara. Tomemos la figura 7.6 donde se muestra el
vector superficie exterior para algunas de las caras del hexaedro. Si por ejemplo tomamos la cara
ABCD vemos que entre las muchas alternativas para evaluar el vector area podemos citar a:
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1.- usando las diagonales

Sapcp = Ye(xac AXBD) (7.49)

2.- usando las aristas

Sapcp = Wel(xap Axpc) + (xep Axpa)) (7.50)

No obstante ambas expresiones conducen a idénticos resultados aun en el caso general en el que
la cara no sea coplanar, siendo la (7.49) la mas econémica desde el punto de vista de la cantidad de

operaciones involucradas.

SDCGH

A

Figura 7.6: Volumen finito hexaédrico en 3D

7.4.2. Evaluacion del volimen de la celda de control

En la figura 7.7 vemos una forma de calcular el volimen de un hexaedro mediante divisién en
tetraedros o piramides. Para calcular el volimen de un tetraedro podemos apelar a las siguientes

identidades:
/V-adQ—]{a-dS
Q S

en 2D tomandoa=x=V -x =2

20 = ﬁx -dS = ji(:vdy — ydz) (7.51)

en 3D tomandoa=x=V -x=3

3QPABC’ = f x-dS = x-S aces
PABC Z /

faces
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HC

(b)

e

B
A

(c)

Figura 7.7: Calculo del volimen de una celda en 3D

La tultima expresion en (7.51) es equivalente a

1
Qpapc = 3X(P) SaBc (7.52)

con x(py el vector posicién respecto al punto P. Este punto es arbitrario pero por comodidad
conviene que coincida con uno de los vértices del tetraedro. Ya que el punto P pertenece a todas las
caras excepto a la cara ABC solo con ella el producto escalar es no nulo. Si recurrimos a la expresion
(7.49) para evaluar el area de las caras de la celda y la reemplazamos en (7.52) hallamos:

1

Qpapc = gX(pa) - (xaB ANxpC) (7.53)

que puede escribirse también como un determinante :

rp Yp zp
Qpapc = Lea ya 2
6|z YB 2B

rc Yo Zzc

(7.54)

—_ = =
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Se debe tener cuidado con la numeracién dada al tetraedro ya que de esta dependera el signo de
algunas contribuciones. Una regla general podria ser utilizar la regla de la mano derecha partiendo de
la cara y tomando el cuarto nodo en el sentido que indica el pulgar. Otra recomendacién importante
es que cuando partimos una malla de hexaedros en tetraedros se debe tomar la precaucion de que las
caras hexaédricas comunes a dos celdas tengan diagonal coincidente. Estas diagonales surgen al hacer
la particion.

En el caso de una particiéon del hexaedro en piramides esta puede dividirse en dos tetraedros y el
célculo del volimen y las areas se reduce a lo visto anteriormente.

Como caso de interés se puede demostrar que si alguna de las caras de la celda hexa edrica no
es coplanar entonces las dos 1inicas particiones del hexaedro en 5 tetraedros no producen el mismo
valor de volimen. Si tomamos un promedio de los dos valores obtenidos este equivale a hacer una
transformacién isoparamétrica trilineal al estilo método de los elementos finitos e integrarla con 2 x2x 2
puntos de Gauss.
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7.5. TP.VIIL.- Trabajo Practico

método de los volumenes finitos en 1D

= Muestre que la ley de conservacién integral sobre un dominio unidimensional a < x < b aplicada
a

ou g_

ot " or (7.55)
fla) = f(b)

b
/ udx

es constante en el tiempo. Aplique esta condicién a la variable espacial discretizada con una
distribucién arbitraria de puntos en la malla y muestre que la anterior condicién se reduce a:

se reduce a que

o Z Aui(zip1 — 2i-1) =0
i (7.56)

Au; = u?“ —uy = <85:)At

Ayuda: Aplique la regla del trapecio para evaluar la integral % fud:n = 0 y reescriba la suma

aislando los términos en u;.

= Escriba un programa en MatLab para resolver la ecuacién de adveccién difusién 1D no estacio-
naria utilizando una formulacién

= 1.- centrada en la celda,

s 2.- centrada en los vértices

Tenga en cuenta la necesidad de ingresar una condicién inicial, condiciones de contorno del tipo
Dirichlet y Neumann y como datos del problema fisico la velocidad de transporte y el coeficiente
de difusion.

método de los voliimenes finitos en 2D

» Hemos visto algunas formas de evaluar los flujos convectivos como las expresiones (7.20) y (7.22),
entre otras. Su aplicacién al caso del método de los volimenes finitos centrado en las celdas
produjo las ecuaciones (7.31) y (7.32) respectivamente. Obtenga las expresiones equivalentes al
método de los volumenes finitos centrado en los vértices.

» Tome una celda cuadrangular y partiendo de las terceras expresiones de (7.37,7.38,7.39) obtenga
una expresion para el promedio de las derivadas y otra para el volimen de la celda tratando de
que la expresion final quede expresada como diferencia entre valores opuestos por cada diagonal.
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s Considere la ecuacion de difusién bidimensional

ou 0, oU 0,6 oU

y escriba la formulacién centrada en la celda para una malla estructurada considerando que los
coeficientes de difusién son variables con la posicon y se definen en los vértices de la celda, siendo
el valor en el centro de cada arista aquel que surge como promedio de los valores en los vértices
extremos de cada arista.

s De la figura 7.8 surgen algunas alternativas para definir las celdas en 2D para el método de los
volumenes finitos . Tome la mostrada a la izquierda ((a) Mc Donald-1971), aplique la definicién
del método de los voltiimenes finitos (7.17) a la celda ACDEGH

0
5 (Vish) + Y (F-8)=Q;y

lados

y derive el esquema para el nodo (i, j) usando como definicién de flujos por cara aquella definida
como el promedio de los flujos en los puntos extremos, es decir, fac = Vo(fa + fc) y compare
con la expresion (7.57)

1 . (fir1j41 — fim1j41) n (fit1,-1 = fim1,5-1)
ot 4 2Ax 2Ax 2Ax

}[2 (gij+1 — fij—1) n (git1,4+1 — fit1,5-1) N (gi—1,5+1 — fzel,jq)} _ 0,
2Ay 2Ay 2Ay

R

B D
. R

Figura 7.8: Voltiimenes de control centrado en los vértices

ov;; 1 [Q(fi—o—l,j — fi—1j) }4_
(7.57)
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= método de los volimenes finitos en 3D Mostrar que las expresiones

Sapcp = Whal(xap Axpc) + (Xcp AXpa)l

1
Sapcp = Z[(XAB +xpc) N (X + xap)]
utilizadas para evaluar el area de las caras de la celda de control en 3D son equivalente a la
expresion:

Sapcp = Ya(xac ANxBD)

= Tome un hexaedro con al menos una cara no coplanar. Realice las dos tinicas posibles particiones
en 5 tetraedros cada una y calcule el volimen de cada particiéon utilizando la expresién del
determinante:

Ty 2
gge = o
6|73 Y3 =23

T4 Y4 24

(7.58)

—_ = =

Qué valores de volimenes obtuvo 7,
son coincidentes 7.
Tome su promedio.

Demostrar que el promedio coincide con el volimen obtenido mediante el calculo por el
método de los elementos finitos usando una transformacién isoparamétrica trilineal inte-
grada con 2 X 2 x 2 puntos de Gauss.
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Capitulo 8

Analisis de esquemas numéricos

8.1. Introduccion

De acuerdo a lo establecido en los capitulos precedentes vimos que la discretizacion de las variables
independientes y de las ecuaciones conducen a un esquema numérico particularmente dependiente del
método usado. Un esquema numérico en general se lo representa mediante un stencil o estrella del
operador discreto que permite vincular la solucién entre los nodos de la malla. Si bien en el continuo
el dominio de dependencia e influencia de un operador abarca regiones extensas del dominio espacial
en el caso discreto este se restringe a una zona mas acotada y que dependera del orden y tipo de
aproximacion utilizado. Uno de los pasos que anteceden a la aplicacién practica de los esquemas
numeéricos es llevar a cabo un anédlisis del mismo para tener una idea de lo que puede esperarse del
mismo. El andlisis mas cldsico incluye tépicos como consistencia, precision, estabilidad y convergencia.

Existe una gran variedad de métodos de anélisis desde aquellos que estudian el comportamiento
del operador discreto en un medio infinito, otros que incluyen el tratamiento del contorno y algunos
otros que dan cuenta de la influencia de las no linealidades. Antes de pasar a tratar los mas impor-
tantes métodos de anadlisis introduciremos al lector en los conceptos basicos de los 4 topicos antes
mencionados.

8.2. Definiciones basicas

Consideraremos una de las ecuaciones mas representativas de los modelos matematicos que apa-
recen en mecdnica de fluidos, la ecuacion hiperbdlica de adveccién pura no estacionaria, que en su
versién unidimensional se escribe como:

ou ou
— — =0 8.1
ot + “ox (8.1)
donde a es la velocidad de propagacion de la onda cuya amplitud es u. Reescribimos la anterior

usando subindices para referirnos a las derivadas, entoces:

ur +augy =0 (8.2)
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Consideremos un problema de valores iniciales de frontera, entonces para poder resolver la (8.2)
necesitamos especificar :

t=0 u(z,0) = f(x) 0<z<L

r=0 u(0,t) = g(t) t>0 (8:3)

Supongamos que aplicamos un esquema en diferencias finitas centradas de segundo érden para la
primera derivada espacial o uno de voltimenes finitos equivalente, entonces el esquema semidiscreto
nos queda

a

(ue)i = _m(uvﬂrl — Uji—1) (8.4)

Este es comunmente referenciado como el método de las lineas.

El préximo paso es definir una discretizacién para el tiempo. Esto implica el reemplazo de la
derivada temporal por una forma discreta y ademads involucra tomar la decisién de elegir el nivel de
tiempo en el cual evaluar el lado derecho.

» FEsquema explicito Eligiendo una forma en diferencias hacia adelante, el esquema mas simple
que se obtendria seria evaluar el lado derecho en el tiempo anterior. Este esquema se denomina
forward Euler y se escribe como:

urtt — a
L o () (5.5)
Surge por inspeccion directa que la solucién se obtiene despejando directamente
u?+1 = f(uzn—lv uzn’ u?—‘—l) (86)

» FEsquema implicito

Si en cambio evaluamos el lado derecho en el tiempo posterior y si usamos diferencias hacia atras
para la forma discreta de la derivada temporal tenemos el esquema backward Euler:

) a +1 +1
: At L = _QAIL’ (u?—l-l - u?—l ) (87)

U

Como vemos aqui la solucién se obtiene invirtiendo un sistema de ecuaciones de la forma

FfH ufthultl) = uf (8.8)

donde la matriz que representa el sistema es tridiagonal debido a que la estrella es centrada y
fue generada mediante la combinacién de tres nodos.

Estos esquemas producen aproximaciones con una precisién de segundo érden en el espacio y

primer 6rden en el tiempo. Usando esquemas de primer érden en el espacio surgen los siguientes dos
esquemas:
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utt a

v _Tx(u? —ui' 1) (8.9)
ut Tt — a 1 1
thz = —E(U?Jr —u) (8.10)

Analizando lo que ocurre con los esquemas (8.5-8.10) se puede comprobar que los dos primeros
son incondicionalmente inestables mientras que el tercero es condicionalmente estables y el cuarto
es incondicionalmente estable. Esto significa que los dos primeros producen un error que crece en
amplitud con el paso de tiempo (divergen) mientras que en el tercer esquema debemos elegir una
relacién entre el paso de tiempo y el de la malla acorde a un criterio de estabilidad. Como veremos
mas adelante en problemas de adveccion pura el parametro que gobierna la estabilidad de un esquema
numérico es el nimero de Courant. Este se define como:

alt
R — A1
o AL (8.11)

El cuarto esquema (8.10) converge sin restricciones pero tiene una precisién baja (primer 6rden).

» Problema: Usando Matlab implementar los 4 esquemas (8.5-8.10) para una funcién f(z)

0 s < —0.2
14+he :-02<z<0
flay={ =r= (8.12)
1—The ;0<2<0.2
0 ;x> 0.2
cona=1,Az =1,g9(x = —5) = 0, L = 10. Tome distintos valores del nimero de Courant, desde

o = 0.1 hasta valores superiores a o = 1.

Este ejemplo simple muestra la importancia del analisis antes de realizar cualquier experimento
numérico. Podemos formularnos las siguientes preguntas a la hora de analizar un esquema:

s Qué condiciones imponer para una aproximacién aceptable ?
= Como predecir los limites de estabilidad del esquema ?
s Cémo obtener informacién cuantitativa de la precision ?
Para responder estas preguntas recurrimos a los conceptos de:
consistencia Esta define una relacion entre la ecuacién diferencial y la formulacion discreta.

estabilidad Establece una relacién entre la solucién calculada y la solucién exacta de las ecuaciones
discretas

convergencia Conecta la solucién calculada con la solucién exacta de la ecuacién diferencial.
En la figura 8.1 vemos un cuadro sinéptico con la relacion entre los operadores, sus soluciones y

los tépicos de andlisis. A continuacién entraremos més en detalle en ellos.
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CONSISTENCY
Condition on structure of numerical formulation
Discretized equation .«——> Differential equation
STABILITY
Condition on solution of numerical scheme
: : < > Exact solution
Numerical solution of discretized equation
CONVERGENCE

Condition on solution of numerical scheme

N ical soluti < » Exact solution ]
rmertcal sofution of differential equation

Figura 8.1: Definicién de consistencia - convergencia - estabilidad

8.3. Consistencia

Un esquema es consistente si la ecuacion discreta tiende al operador diferencial cuando todos los
incrementos de las variables independientes tienden a cero. Esto se puede expresar como:

L'y — Lu para Axj, At — 0 (8.13)

con Ax; representando los pasos de la malla en todas las direcciones. Como vemos ambos opera-
dores se aplican a la solucién exacta del problema.

Apliquemos la definicién al caso (8.2). Para ello desarrollemos en series de Taylor alrededor del
punto u} todas los valores nodales que estdn incluidos en el esquema numérico (8.5).
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n At? n
u?-‘rl =uj + At(Ut)i + 7<u“>z + ...
n o Az? n o Az? n
Upy = U+ AT (um>l * 2 (um«>l + 6 (ux:px)z e (8.14)

2 3
up g =uy — Ax(um)n + Ai (um>n - A—x (umm)n + ...
i 2 i 6
Para los esquemas de primer érden como el aplicado a la derivada temporal hemos cortado el
desarrollo en el término O(At?) mientras que en las aproximaciones espaciales centradas, que son de
segundo érden hemos extendido el desarrollo un término més. Reemplazando (8.14) en el esquema

(8.5) y usando la definicién (8.13) vemos que

2

ntl a

i ? n n n At n A:[;2 n ) A
AL + AL (ui1 — wiy) — (ug + aug )i = 7(uu>i + ?a<u1m)i + O(At*, At*)  (8.15)

u

Se ve claramente que si Az , At — 0 el segundo miembro se anula y el esquema es, por la definicién,
consistente.

La precision del esquema puede verse en los términos que lideran el segundo miembro. Este esquema
es de primer orden en el tiempo y de segundo 6rden en el espacio. No obstante la precision global
podria alterarse si alguna relacién entre Az y At se establece, por ejemplo si se fija que ﬁ—; sea,
constante, entonces serd globalmente de primer érden, mientras que si se fija la relacién % constante
serd globalmente de segundo érden.

Otra forma interesante de interpretar la consistencia es la siguiente:

Supongamos que 4’ es la solucién exacta del esquema numérico, o sea las ;' son tales que satisfacen

exactamente (8.5). Al reemplazarlas en el operador diferencial arrojan la siguiente identidad:

2

(at + aﬂx)n _ A (utt)" - Aia(um)” +O(A2, At (8.16)
i 2 i 6 i

mostrando que la solucién exacta de una formulacién discreta no satisface exactamente la ecuacién

diferencial para valores finitos del paso de tiempo y el incremento de la malla. No obstante la solucién

exacta de la ecuacién en diferencias satisface una ecuacién diferencial equivalente, llamada modificada,

que difiere de la original en el error de truncamiento, representado por los términos del lado derecho.

En este ejemplo

i 6
que puede ser expresado en forma equivalente aplicando la ecuacién diferencial sobre él para
eliminar la derivada temporal,

)" At (u)" + O(A2, Ath) (8.17)
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(ut)n = —a(uxxl + O(At, Az?)

7

(utt)n = —a<u$t>j + O(At, Az?) (8.18)

)

. (um)" + O(At, Az?)

con lo cual el error de truncamiento puede ser escrito como

€T = —ga2 (um)n — CLA—QU2 (uzm)zl + O(AtQ, AI‘Q) (8.19)

2 i 6
lo cual equivale finalmente a resolver una ecuacién diferencial modificada

Ut + augy = —%cﬁum + O(At?, Ax?) (8.20)

Esto muestra porqué el esquema es inestable. Tal como mencionaramos anteriormente el esquema
numérico (8.5) genera un error de truncamiento equivalente a una difusién negativa, con un coeficiente
At 2
24
Finalmente la consistencia y el 6rden de precisiéon de un esquema lo dictamina el error de trunca-
miento, en el primer caso tendiendo a cero con los incrementos espaciales y temporales y en el segundo
caso a través de las potencias con las cuales se va a cero.

Concluyendo, si
er = O(At?, AzP) (8.21)

= la consistencia exige p >0, ¢ > 0

= la precision esta asociada con los valores de p , ¢

8.4. Estabilidad

La definicion de estabilidad ha sufrido bastantes cambios desde que fue por primera vez introducida
por O’Brien en 1950. Sin entrar en detalles histéricos saltamos hasta 1956 cuando Lax y Richtmyer
introdujeron el concepto de estabilidad basado en la evolucién temporal de la solucién. Posteriormente,
en 1967, Ritchmyer y Morton desarrollaron esta idea que se basa en definir en forma matricial la
influencia del operador discreto. Asi como un operador diferencial acepta una descomposicién espectral
sobre un espacio de dimension infinita, el operador discreto acepta una equivalente pero en un espacio
de dimension finita, o sea representable por matrices. Supongamos que expresamos todas las incégnitas
en cada punto del espacio y del tiempo (variables nodales) en un arreglo, que al tiempo nAt se puede
expresar como:
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=3

g
=3 ...

U L (8.22)

S
<31

2
“

El esquema numérico puede ser escrito en forma de operador C' : RY — IRY como:

urtt =c.un (8.23)

con C = C(Ax, At)
A modo de ejemplo tomemos el esquema numérico (8.5) y veamos que forma toma el operador.
Una ecuacién tipica de aquel esquema es

U?H =i —o(uiy —uig)/2
. 0/2 1 —o/2 ... ul’
cut=|... ... og/2 1 —o/2 ... ... (T
/2 1 —o/2 ... ul

3
¥

Si tomamos en cambio el esquema (8.7,8.8) por su cardcter de implicito debemos previamente
definir un operador B sobre U™! para luego generar el operador C sobre U™.

upth = - U(“?jll —uih)/2
—0/2 1  +40/2 ... U B K
BU =1|... ... —o/2 1 H4o/2 ... .. |[|ut
—0/2 1 40/2 .| [urh]

i+1

» Problema: Calcular el operador discreto C' del esquema (8.9) y el operador discreto B del
esquema (8.10).

La condicién de estabilidad se establece del siguiente modo: Dada una solucién inicial U° a tiempo
t = 0 la accion repetida de C' sobre ella produce que
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Ur=C". UO
Para que todas las soluciones U™ permanezcan acotadas y el esquema definido por C sea estable

el operador C' tiene que ser uniformemente acotado. Esto es, existe una constante K tal que

0< Al
|C™|| < K para 4 S0 ST (8.26)
0<nAt<T

para valores fijos de 7,7 y Vn. A continuacion presentamos el método de Von Neumann, uno de
los métodos mas conocidos para el andlisis de estabilidad.

8.5. El método de Von Neumann

Este método es bien popular y simple de aplicar, pero como tal tiene algunas limitaciones relacio-
nadas con: e valido solamente para operadores lineales

e valido solamente para coeficientes constantes
e vilido solamente para problemas periédicos

Como vimos en la figura 8.1 el andlisis de estabilidad se basa en la relacién que existe entre la
solucién computada u}' y la solucién exacta de la ecuacién discretizada u;'. Entre ellas existe una
diferencia que viene dada por los errores de redondeo y los errores en los valores iniciales. Por lo tanto

uy = u; + € (8.27)
Aplicando el esquema (8.5) sobre la solucién exacta de la ecuacién discreta vemos que por (8.27)

attt —gn Ol en a a

: At =+ AL - = _2Aw(a?+1 — Ui q) — E(fyﬁ-l —€q) (8.28)

Ya que u satisface exactamente la ecuacién (8.5) entonces nos queda una ecuacién para el error

ntl _ on

7 ? a

€ n n
At = _2Ax(6i+1 —€i1) (8.29)

que es idéntica al esquema original. Por lo tanto, segin una visién lineal los errores evolucionan
con el tiempo en la misma forma que la solucién. Del mismo modo podemos plantear algo equivalente
aplicando una visién de operadores, como presentamos en (8.23), llegando a que

"t = Cen (8.30)

con e” un vector equivalente al definido en (8.22) pero conteniendo a los errores en lugar de los
valores nodales. Si las condiciones de borde son periddicas entonces podemos descomponer al error en
series de Fourier para la variable espacial en cada paso de tiempo. Ya que el dominio tiene longitud
finita la representacién de Fourier serd discreta y sumada sobre un conjunto finito de arménicas.

((docver curso-cfd-0.0.2-15-gb72220a ’clean) (docdate Sun Sep 30 12:31:24 2007 -0300) (proc-date Sun Sep 30 12:33:23 2007 -0300)) 220



CAPITULO 8. ANALISIS DE ESQUEMAS NUMERICOS
Seccion 8.5. El método de Von Neumann

Sea un dominio de longitud L, la representacién compleja de Fourier refleja la regiéon (0, L) en
(=L, L) con un rango de frecuencias y longitudes de onda (k = 27/\) como el siguiente:

kmin = 7T/L Amax = 2L

8.31
kmax = m/Ax Amin = 2Ax ( )

La figura 8.2 muestra los dos modos extremos, uno que cubre todo el dominio 2L(ondas largas) y
el otro que abarca la menor regién en la cual se puede representar una onda, 2Ax.

Por lo tanto estableciendo que Az = L/N, con N el niimero de nodos en una grilla definida como
el conjunto de puntos de coordenadas z; = iAx podemos representar todas las armonicas visibles por
la grilla como

. T . m ,
kj = jkmin = J7 = IrAs ij=0,...,N (8.32)
La descomposicion en series de Fourier del error es:
N N
=Y Epelhitr= N prelin/N (8.33)
j=—N j=-N

donde I = /~1y E? es la amplitud de la j-ésima armonica.
Definimos la fase como
¢ =kj Az = % (8.34)
que cubre el dominio (—7,7) en pasos de 7/N. La regién alrededor de ¢ = 0 corresponden a las
bajas frecuencias mientras que las cercanas a ¢ = 7 estdn asociadas a las altas frecuencias. Por la
linealidad del operador no solamente el error satisface (8.30) sino cada armoénica.

8.5.1. Factor de amplificacion

El hecho que cada arménica satisfaga (8.30) implica que existe un desacoplamiento de los modos
y cada uno de ellos puede tratarse por separado. Consideremos una de ellas, E}le“‘ls, introduciéndola

en el esquema (8.29), introduciendo el niimero de Courant ¢ y sacando factor comtn e/ llegamos a
una ecuacién del tipo:
(E"t — E") 4 0/2E™(!? —e71?) =0 (8.35)

La condicién de estabilidad (8.26) se satisface si las amplitudes del error no crecen con el tiempo,
o sea si

En+1
|G| = Zn <1 Vo (8.36)
La cantidad G(At, Az, k) = %:1 se la define como el factor de amplificacion.

Para el esquema presentado llegamos a que el factor de amplificacién es

G =1-Iosin(¢) (8.37)
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Amax = 2L

Figura 8.2: Representacion de Fourier del error numérico

lo cual indica que su mddulo serd siempre mayor que uno y por lo tanto incondicionalmente
inestable.

Habiamos visto anteriormente sin demostracién evidente que el esquema (8.9) era condicionalmente
estable. Tratemos de justificarlo con las herramientas recién presentadas. Para ello tomemos una
armonica como la anterior, ingresémosla en el esquema (8.9)

n+1 o n
U, U,

At

aplicado al error y saquemos factor comtin E™e*®, entonces arribamos a la siguiente expresién

a n n
= —E(Ui —u; ) (8.9)

para el factor de amplificacion:

G=1-0+0e1?=1-20sin?(¢/2) — Iosin(¢) (8.38)

Esto se representa graficamente por un circulo centrado en 1 — ¢ de radio o, como lo muestra la
figura 8.3.

La versién geométrica de la condicién de estabilidad (8.26) es que el factor de amplificacién de
todas las armoénicas deben ubicarse dentro de un circulo centrado en el origen de radio unitario. En el
caso del esquema (8.9) esto se cumple solo si

0<o<l1 (8.39)

La condicién (8.39) es muy conocida y denominada condicién de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL)
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A Imag{G}

Region
of instability

Real{G}

>

Figura 8.3: Factor de amplificaciéon para un esquema con upwind.

Otra forma de ver esta condicién es mediante teorfa de caracteristicas. Si trazamos las caracteristi-
cas a partir de un punto de la malla se debe elegir la relacién entre el paso espacial y el temporal
de forma tal de satisfacer que el dominio de dependencia de la ecuacién diferencial debe estar con-
tenido en el dominio de dependencia de las ecuaciones discretizadas. La figura 8.4 muestra lo que
recién comentamos. Es la discretizacion empleada capaz de capturar el dominio de dependencia de las
caracteristicas del problema 7

Finalmente si tomamos un esquema como el (8.10)

ur.H_l —ul

(] 3 a n n
T VAR (8.10)

vemos que este tiene una estabilidad incondicional. Esto se puede demostrar siguiendo los mismos
pasos que en los casos anteriores, llegando finalmente a que el factor de amplificacién tiene una
expresién como:

1
T 1+1o sin(¢)

lo cual implica que su médulo serd siempre menor que la unidad.

G (8.40)

8.5.2. Extensidén al caso de sistema de ecuaciones

Consideremos que un esquema numérico es construido en dos pasos:
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Characteristic Characteristic
dx/dt = -a dx/dt = a

— |

Ax P Ax

n+1

i-1 al\t al\ i+1

i

Figura 8.4: Interpretacién geométrica de la condicion CFL

» (1) Aplicacién de la discretizacién espacial

dui
dt

= Su; + ¢; (8.41)

donde el término ¢; contiene eventuales fuentes y las contribuciones del contorno. La represen-
tacién matricial de lo anterior se transforma en

du
—_— = 42
- =SU+Q (8.42)

» (2) Aplicacién de un esquema de integracién temporal.

uptt = Cull + g; (8.43)
que en forma matricial se escribe como
Ut = cUu™ +Q (8.44)

En estos casos C' = 1+ AtS. Esto corresponde al caso de un esquema de dos niveles explicitos. El
caso implicito adopta la forma

B U™ = ByU™ (8.45)
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donde el operador discreto se define como C' = By 'By.

En el caso del esquema de integracion temporal del tipo Forward Euler el operador C = I 4+ AtS.

En el caso de varias ecuaciones el factor de amplificacién se transforma en la matriz de amplifica-
cién. Existe una relacién entre el concepto de matriz de amplificacién G y el operador C. Mientras el
primero habita en el espacio de las frecuencias el segundo lo hace en el dominio espacial. En general
G(¢) o G(k) se puede ver como el equivalente de Fourier discreto del operador de discretizaciéon C,
con una relacién como:

G(9) = C(e™) (8.46)

La anterior nos dice que la matriz de amplificacion se puede obtener reemplazando el argumento de
la matriz C, que en general estd asociado con el operador de desplazamientos E por e!?. Si recordamos
que ¢ esta definido desde (—m, ) en pasos de /N, entonces existe una equivalencia entre E y el?. El
primero desplaza en la malla y el segundo en el espacio de las frecuencias.

Habiendo establecido una forma de calcular la matriz de amplificaciéon queda por ver como esta-
blecer un criterio de estabilidad general. El concepto de médulo del factor de amplificacién cambia
por el de norma de la matriz de amplificacién. Definiendo ésta como:

1G] = max ’1“' (8.47)
y considerando el hecho que
G| = p(G) (8.48)

donde p(G) = max;j—1, |Aj| es el radio espectral de la matriz G de p x p y A sus autovalores.
Entonces una condicion suficiente de estabilidad es que

p(G) <1+ O(AY) At finito , V¢ € (—m, ) (8.49)

La posibilidad que el radio espectral sea mayor que uno surge en considerar algunos problemas
donde la solucién exacta crece exponencialmente, no obstante una condicién estricta del tipo

p(G) <1 (8.50)

puede ser necesaria para evitar que algunos modos numéricos crezcan mas rapidamente que sus
correspondientes modos fisicos. Por ejemplo cuando la matriz de amplificacién tiene autovalores de
valor 1 con multiplicidad mayor que uno. Estas condiciones suficientes de estabilidad (b) son validas
también para el caso de matrices normales donde G conmuta con su hermitiana conjugada y el radio
espectral coincide con la norma.

Propiedades de la matriz de amplificacién

1. Si la matriz de amplificacién puede expresarse como un polinomio de la matriz A, G = P(A),
luego el teorema del mapeo espectral es valido y establece que:

A(G) = P(\(4)) (8.51)
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Por ejemplo, si G = 1 — IaA + A2, entonces

MG) =1 —Tar(A) + B(A(A))?

2. Si G puede expresarse como una funcién de varias matrices que conmutan entre si, esto es:

G = P(A, B) con AB = BA

entonces, A, B tienen el mismo conjunto de autovectores y

Esta condicién deja de ser valida cuando las matrices no conmutan como es el caso de las
ecuaciones de movimiento fluido en varias dimensiones.

s Ejemplo: Ecuaciones de shallow water

Las ecuaciones de shallow water (aguas poco profundas) son un importante modelo para tratar
la hidrodindmica de zonas costeras, algunos rios y lagos donde la profundidad es mucho menor
que las restantes dos direcciones coordenadas. El modelo se puede escribir como:

ou
—+A-VU=0
8t+ \%
U={h;u;v
{ J (8.52)
u h 0 v 0 h
A,=1g u O ; Ay=(0 v 0
0 0 u g 0 v

El modelo unidimensional linealizado alrededor de un estado de referencia Uy = {hg ;vo}, ex-
presado en forma diferencial se puede escribir como:

ou U _

o A 0

U = {h;v} (8.53)
A= (5)

Un esquema espacialmente centrado se escribe como:

dUi; _ ,\ Uit1 — Uiz
dt 2Ax
— Tig
Ui = Ege™ (8.54)

Ui+1 = E¢€[(i+1)¢ = E¢€H¢€I¢ = Uield)
U,_1 = ]'3(;561(2;1)(;5 = E¢6M¢671¢ = Uiefld)
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En cuanto a la discretizaciéon temporal primero consideraremos el caso de una integracién tem-
poral siguiendo el esquema de Euler y luego tomaremos el caso del esquema de Lax-Friedrichs.

» FEsquema FEuler

_A—1
Uttt =up - AAt%U? = (I — AAt
x

A—AL

A )Ui — CU! (8.55)

donde A representa el operador de corrimientos espaciales y si llevamos a cabo el ensamblaje de
la matriz C esta se expresa como:

(AR T (Al
C= 1h(AE1) 1h(—4EL) (8.56)
Ua( Aﬁt) I 1/2( AAt

Por otro lado podemos arribar a la matriz de amplificacién reemplazando (8.54) en (8.55),

E?’H—l (I . AAAt( —I(b))En
AQA tf’f (8.57)
= I —_ —_— ¢ i _I¢
G(g) =1 T (¢ — e 1%)
Comparando (8.55) y (8.57) vemos que
G(¢) = C(A =€l?) (8.58)
Aplicando la primera propiedad de la matriz de amplificacién tenemos que
AMG(¢)) = P(M(A))
_p_ AA s 1e
G(o)=1- 5 (€7~ (8.59)
B AA)AL _1é
NG(9) = 1= 2S5 (el — e 10)
o sea los autovalores de la matriz A se transforman conforme a 8.59)
Los autovalores de la matriz A se calculan en forma directa como:
|[A =X =0
Vg — A ho .
g o — )\‘ =0 (8.60)

/\(A)LQ = 0 + \/gho
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Por lo tanto los autovalores de la matriz de amplificacién serdn:

(v + Vgho) At sin(¢) , (8.61)
Ax

ANG)=1-—

Este esquema es a simple vista inestable. En el caso en que los autovalores fueran de dificultosa
evaluacién podemos recurrir a una resolucién numérica.
» FEsquema Lax-Friedrichs

En 1954 Lax sugirié una forma de estabilizar el esquema anterior conservando la discretizacion
espacial centrada. Este esquema bien popular en estos dias se puede escribir como:

AAt

Ul = 14U, + ULy = 5 (U — ULL) (8.62)

Realizando un procedimiento similar al caso del integrador Euler hacia adelante llegamos a que
existe una condicion tipo CFL aqui del tipo,

At
(Jvol + vgho)g <1 (8.63)

8.5.3.  Anadlisis espectral del error numérico

Habimos visto que una forma de caracterizar la evolucién temporal del error en un esquema
numérico era mediante la definiciéon de la matriz de amplificacién o en el caso de modelos escalares
simplemente del factor de amplificaciéon. Surgié que dicha evolucion estaba regida por una expresién
del tipo:

v = Gop" = [G(o)]"! (8.64)
Descomponiendo temporalmente a la soluciéon numérica en arménicas podemos ver que

n

V" = peTenAt (8.65)

con w = w(k) una funcién compleja del nimero de onda que representa la dispersién numérica.
Relacionando (8.64) con (8.65) vemos que existe una relacién directa entre el factor o matriz de
amplificacién y esta dispersién numérica,

G = e 1WAt (8.66)

Entonces, la representacion de la solucion numérica en término de armoénicas simples se puede
escribir como:

up = pe~Twnatlio (8.67)

Del mismo modo la solucién exacta acepta una descomposicién similar obteniendo:
iy = de~TonAteli (8.68)

(2
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con su correspondiente funcién de amplificaciéon exacta

G = e oAt (8.69)

Para poder estudiar el espectro de los errores numéricos dividiremos la dispersion w en su parte
real y su parte imaginaria,

w=£E+1In (8.70)

de forma tal que si reemplazamos (8.70) en (8.69) tenemos

G« _ 6+7}Ate—I§At :H G H e—I<I>

|G || =etna (8.71)
d =EAL
Del mismo modo con la solucién exacta podemos obtener
|G| = et
- . (8.72)
D = EAL

Si comparamos ambos moédulos y ambas fases entre si llegamos a la definicién de dos pardmetros
de error muy importantes:

ep = 181 ERROR POR DISIPACION
enAt (8.73)
=0 —d ERROR POR DISPERSION

La definicién del error de dispersién dada en (8.73) es adecuada en problemas parabdlicos sin

términos convectivos (® = 0), caso contrario esta puede cambiarse por

€y =D/ (8.74)

mejor adecuada en aquellos problemas dominados por conveccion.

Analisis de error en problemas parabdlicos

Tomemos la ecuacién del calor discretizada en el espacio en forma centrada y en el tiempo con un
esquema explicito. El esquema se puede escribir como:

ntl o O
VAV

El factor de amplificacién se obtiene mediante el procedimento presentado oportunamente y este

(2

Se€ expresa Comao:

G =1— 483sin*(¢/2)

al\t
- = 8.76
g Az? ( )
a>0 B <y
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El factor de dispersién del continuo se obtiene reemplazando la representacién espectral de la
solucion exacta en el operador diferencial,

O = —ak’l = —f¢*/AtI (8.77)

y el error de disipacion se obtiene como:

_ 1-4psin’(¢/2)

€D p—r (8.78)
que si lo expandimos en series de potencias en ¢ se obtiene después de algo de algebra
2 44 4
274 A 42 4 2 (8.79)
a“k=At n ak*AtAx
o 2 12

Este esquema produce errores numéricos bajos para modos de baja frecuencia pero para aquellos
de alta frecuencia estos pueden ser inaceptables, especialmente para aquellos § < 14 préximos a la
cota superior. No obstante para 3 = 1/6 los dos ultimos términos se cancelan y este esquema presenta
un alto orden O(At?, Aa:4). Ademids ya que G es real no existe error en phase por lo tanto no presenta
dispersion numeérica.

Analisis de error en problemas hiperbdlicos

Tomemos como ejemplo tipico de una ecuacién hiperbdlica la ecuacion de adveccién pura:

ou ou
—+a—=0 (8.80)

ot Ox
Fisicamente el transporte por conveccién se puede ejemplificar colocando inicialmente en el domi-
nio una onda y viendo que esta viaja en una determinada direccién guiada por el campo de velocidades
sin modificarse, o sea sin amortiguarse ni dispersarse. Si como hicimos para el caso parabdlico reem-
plazamos una armonica del tipo u = e 1“te!** en el operador diferencial encontramos que:

w=ka= 5
~ (8.81)
n=20

Como vemos a diferencia del caso parabdlico aqui el coeficiente de dispersién numérica es un

numero real lo que le da un cardcter ondulatorio a la solucién y sin amortiguamiento. Entonces, de
acuerdo a la definicién (8.73) el error por disipacién y por dispersién vienen dados por:

G|
€D = eﬁAt = ’G|

¢y = /D =d/(kalt) = /(0¢)

(8.82)

Entonces, || G || es la amortiguacion numérica del esquema mientras que €4 es el error por disper-
sién. Si €4 > 1 la solucién numérica viaja mas rapido que la exacta mientras que si es €5 < 1 viaja
mas lento.
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\
N\
\

O 20 40 60 80 100 120 140 160 180
phase angle

Figura 8.5: Error de disipaciéon del método de Lax-Friedrichs para la ec. de adveccion pura.

» FEsquema explicito con upwind

A modo de ilustracién tomemos el caso de un esquema explicito con upwind para resolver la
ecuacién de adveccién pura no estacionaria (8.80). Este esquema ya lo hemos tratado a la hora
de calcular el factor de amplificacién y habiamos obtenido una expresién para el mismo (8.38)

| Gll=[(1 =0+ ocos(¢))?® + o sin2(¢)]1/2 =[1-40(1-0) sin2(¢/2)]1/2 (8.83)

O sea que de acuerdo a (8.82) el amortiguamiento numérico lo podemos apreciar graficando la
expresion (8.83). La figura 8.5 muestra el error de disipacién para un esquema explicito de primer
orden estabilizado espacialmente mediante la introduccién de upwind. (FIXME:= la figura que
se referencia es para Lax-Friedrichs).

El error de dispersién se calcula a partir de la relacién entre las velocidades de fase numérica y
la exacta. La primera se calcula mediante su definicién (8.66) y finalmente el error de dispersién
se escribe como:

0= Srtefo) = st (- )

(8.84)
tan~! |osin(¢)/(1 — o + O'COS(¢)):|
o¢

La figura 8.6 (FIXME:= la figura referenciada es para Lax-Friedrichs) muestra como es el error de
dispersion para diferentes nimeros de Courant, fundamentalmente para o = 15 que da dispersién

€p=®/O =
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nula y para ¢ = 1/4 y 3/4 que son casos representativos de ondas numéricas que viajan mas
lentas y mas rapido que las exactas respectivamente.

5.5
.
o
S 4.5 NG
S 4 CFL=0.25|
S 3.5 /
w3 A E—
|- =0.
s / ) CFL=0.5
=
s 2 / T S
7L i i i i i i

O 20 40 60 80 100 120 140 160 180
phase angle

Figura 8.6: Error de dispersién del método de Lax-Friedrichs para la ec. de adveccién pura.

8.5.4. Extension a esquemas de tres niveles

Una forma muy simple de ver un esquema de tres niveles es mediante la introduccién de una
ecuacién adicional. De esta forma el problema queda definido mediante dos ecuaciones de 2 niveles
y es completamente andlogo al caso de tratar con sistema de ecuaciones. De esta forma la matriz
de amplificaciéon que surge requiere un célculo de autovalores para poder identificar los errores de
disipacién y dispersién. Dejamos como ejemplos dos casos interesantes.

» FEl esquema leapfrog para la ecuacion de conveccién

upth =20 - o(uiyy — uiy) 3.85
7 (2
s FEl esquema Du Fort-Frankel para la ecuacion de difusion
1—28)u™t = (1 -28)u 4+ 26(ul, — ult
( B) 7 ( ﬁ) 7 /8( i+1 7 1) (886)

B = alAt/ Az? Numero de Fourier

8.5.5. El concepto de velocidad de grupo

Un paquete de ondas contiene en general armoénicas con varias frecuencias. En ese caso la velocidad
de grupo representa la velocidad a la cual la energia de la onda se propaga. En el caso de una onda
unidimensional la definicién matemaética de la velocidad de grupo de la solucién exacta es:
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. d@
(k) = 7 (8.87)
Su contraparte numérica la definimos como
d¢ dw
expresada como:

(8.88)

Un ejemplo lo tenemos con el esquema leapfrog que tiene una relacién de dispersion numérica
sin(wAt) = o sin(¢)
y aplicando (8.88) se llega a que:

(8.89)
_ a cos(¢) B a cos(¢)
va(k) = cos(wAt) (1—02 sin2(¢))1/2

Para bajas frecuencias la velocidad de grupo es similar a la velocidad de transporte a pero a altas

(8.90)
frecuencias ¢ =~ 7 esta tiende a —a o sea en contrafase con la exacta.
8.5.6.

Anadlisis de Von Neumann multidimensional

Para extender lo visto en las secciones anteriores al caso multidimensional introducimos el vector
nimero de onda k, de forma que una soluciéon descompuesta en arménicas puede escribirse como:

u(x, t) ~ @e—lwtelkx
El producto escalar en su versién discretizada se escribe como:

(8.91)
(k- x)ijk = kaiAx + kyjAy + kkAz = ig, + joy, + ko.

donde cada nimero de fase en cada direccién espacial barre el rango [—m, 7|. El resto del andlisis

de una ecuacién del tipo parabdlica.

(8.92)
permanece idéntico al caso unidimensional. Para ejemplificar tomemos la ecuacion del calor, un ejemplo

ou

Pu  0%u
— = a(—Q —2> (8.93)
ot ox dy
Si usamos un esquema centrado en las variables espaciales y explicito de primer 6rden en el tiempo
la versién discreta se escribe como:
1 -1 1 -1
u;z-i—l _ u:L — alt i+1, ] ? J 4 t,J+ [2¥ [2¥) (894)
5 5] Ax2 Ay2
Una descomposicién de Fourier discreta se define por:
“Zj — Z UnelkxiAxelkyjAy (895)
K ey
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Definiendo la matriz de amplificacién en forma similar al caso unidimensional v"t! = Go™ e
introduciéndola junto con (8.95) en (8.94) se llega a:

Ax
Ay
con 3 el nimero de Fourier antes definido. Otra vez, haciendo que el factor de amplificacién se

mantenga en moédulo menor que la unidad se llega a dos condiciones similares al caso 1D apenas méas
restrictivas,

G =1 =Bl(e"% + e = 2) 4 (T )*(e" + 7! = 2)] (8.96)

a>0

Az (8.97)

B+ (@)2) <Y

8.6. Convergencia

La convergencia puede ser establecida siguiendo a Richtmyer y Morton de la siguiente forma:

lim  [|[C(A)]"UY = U(t)]| =0 (8.98)
At—0,n—o0
para nAt fijo.
Siguiendo el teorema de equivalencia de Lax podemos decir que:
para un problema de valores iniciales bien planteado y una discretizacion consistente, la estabilidad
es condicién necesaria y suficiente para la convergencia
Con esto concluimos diciendo que los dos pasos necesarios del analisis son:

» (1) La consistencia conduce a la determinacién del 6rden de precisién del esquema y su error de
truncacion

» (2) la estabilidad nos brinda informacién detallada de la distribucién en frecuencias del error
como funcién del contenido en frecuencia de la solucién calculada.

De esta forma la convergencia queda definida sin necesitar analisis.
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8.7. TP. Trabajo Practico

1. Escriba un programa en MatLab que grafique el factor de amplificaciéon para la ecuacién de
advecccion-difusion discretizada en el espacio en forma central y en el tiempo usando un esquema
explicito Forward Fuler para diferentes ntimeros de Peclet. Considere al menos lo que sucede
cuando el Peclet de la malla es:

a.- Pel << 1
b.- Pel <1
c- Peh =1
d- Pel > 1
e- Pel >>1

2. Obtener la matriz de amplificacién para el modelo unidimensional linealizado de shallow water
usando un esquema centrado espacialmente y un integrador temporal tipo Lax-Friedrichs,

n+1l __ n n g, n n
u" = Yh(uiy +ui ) — §(Ui+1 — Ui 1)
3. Calcule la matriz de amplificacion para la ecuacién de las ondas unidimensional de segundo
orden:

Pw 50w

oz oz =0

usando el siguiente esquema de discretizaciéon basado en una descomposicién del operador de
segundo orden en 2 ecuaciones de primer orden:

alt
n+1l _ o

v; P = Tx(w?-&-l —wj') (8.99)
w Tl — ot = LAt(rU?H'l — wn"—l) '
i 7 Azr 7 i—1

a.- Encuentre la condicién de estabilidad de este esquema.

b.- Es este esquema adecuado para resolver una ecuacién eliptica del tipo

9w

d*w
2 _
ot? t+la ’8372 =0

4. Calcule el error por disipacién y por dispersién para la ecuacién de adveccién pura discretizada
espacialmente en forma centrada y temporalmente mediante un esquema del tipo Lax-Friedrichs.
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5. Obtenga el esquema numérico de Lax-Wendroff. Este se puede escribir partiendo de una expan-
sién en series de Taylor como la siguiente:

9%u

ey +0(At?)

0
utH =l + Ata—j +1hAL
1

reemplazando la ecuacion diferencial % —|—ag—g = 0 y una versién que surge de derivar esta tltima
nuevamente respecto al tiempo e intercambiar indices de derivaciones.

A continuacion calcule el error por disipacion y por dispersion para la ecuacion de adveccion
pura discretizada espacialmente en forma centrada y temporalmente mediante el esquema de
Lax-Wendroff.

6. Programe los siguientes esquemas aplicados a la ecuacién de adveccién pura:

a.- explicito con upwind,
b.- centrado y Lax-Friedrichs,
c.- centrado y Lax-Wendroff,

y ensayar su comportamiento para las siguientes condiciones iniciales:

1.- una solucién constante pero discontinua en el centro del dominio,
2.- una onda senoidal con fase ¢ = 7/10,

3.- una onda senoidal con fase ¢ = 7 /5.

Analice el comportamiento bajo diferentes nimeros de Courant (o) y saque conclusiones.

7. El esquema leapfrog aplicado a la ecuacién de adveccién no estacionaria u; + au, = 0 se puede
escribir como:

=l — o (ul —ul ) (8.100)

Programe un esquema de este tipo e inicialice la solucién con:

u(xz, t =0) = e sin(2mkx)

¢ =kAz =m/4 (8.101)
oc=04

Az =1/80
a=1

Estime la velocidad de grupo y analice la solucién numérica obtenida comparandola con la
tedrica.
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8. Analice el esquema leapfrog en combinaciéon con una discretizacion espacial con upwind para
resolver la ecuacién de adveccion pura no estacionaria en 1D. Calcule la matriz de amplificaciéon
y muestre que el esquema es inestable.

9. Aplique una discretizacién espacial con full upwind en ambas direcciones a la ecuacién de con-
veccién pura no estacionaria en 2D
up + atg + buy =0

usando un esquema explicito de primer order para integrarla en el tiempo. Realice un analisis
de estabilidad de von Neumann y compare la condiciéon de estabilidad con aquella del caso 1D.

10. Escriba un programa para analizar la estabilidad de von Neumann del esquema de Lax-Wendroff
aplicado a una discretizacién espacial centrada en 2D para resolver la ecuacién de adveccion pura.
Grafique el factor de amplificaciéon en funcién de la fase para diferentes niimeros de Courant.
Compare con el caso 1D.
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Capitulo 9

Métodos iterativos para la resolucion
de ecuaciones lineales

9.1. Conceptos basicos de métodos iterativos estacionarios

9.1.1. Notacion y repaso

Denotamos a un sistema lineal como

Az =D (9.1)

con A no-singular de N x N y b € RY. La solucién del sistema la denotamos como z* = A~'b € RV,
mientras que x representa una solucién potencial.
Los métodos iterativos se basan en encontrar una secuencia {xy}32, tal que

lim zp = z* (9.2)
k—o0

Debemos asegurar la convergencia del método iterativo y si es posible determinar la tasa de conver-
gencia, es decir como se comporta el error ||z — x| para k — oo.

Normas inducidas

Dada una norma para vectores || . ||, denotamos por || A|| la norma de A inducida por || . ||, definida
por
A
JAll = max [[Az]| = max 1221 (9.3)
lel=1 ##0 ||z

Las normas inducidas tienen la importante propiedad de que
[Az| < [|A] {|] (9.4)

y también:
IAB|| < [|[A]l[|B] (9.5)
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ya que

[AB|| = max [|ABz]|
Jleli=1

< max [ Al || Bz||
Jleli=1

= [|All max || Bz||
leli=1

= [lA[ {1 B]]

Obviamente |[I]| =1y ||0]| = 0.
Diferentes normas utilizadas son

= ||All, = v/maximo autovalor de(AT A)
" [14] o = max; (X2, las])

= ||All; = max; (3, ai;])

Norma inducida L; de una matriz. Sea B = AT A entonces B es simétrica y definida positiva.

Sean {vj, )\j}é»vzl los autovalores de B, vavk = J,), entonces

T

z' Bz
Al? =
14112 rgIcl;%( xlx

Siz =}, ajv; entonces
Bx = E aj/\jvj
J

z'B

8

= O ) ajhv))

= E af O )\j Ugvj
jk
_ 2y .
- Z ajA;j
J
Por otra parte,

Tz = g o2
J
J

2
QN
14]13 = max 25 %% = max )
e

aclR Z] ]2 J

!/

Ademds, si A es simétrica, entonces es diagonalizable, con autovalores Aj, entonces ATA =

autovalores de A% = ()\;.)2
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de manera que

| Al|, = max |autovalores de A|

Norma infinito inducida de una matriz.

Por definicién

o

y entonces, la norma inducida es

por lo tanto

Tomemos v tal que

entonces, es obvio que

Para k = i se satisface que

Por lo tanto,

lAz]le = max]| > | < m?XZ |ai;] |z,
j i

<max ¢ Y ay max [a|
i -
J

= max > ail | el
J

4]l = max > lai|
J

(v)j = signay;,  con i = argmax 3 |a|

J

ol =1

Al =D anji| <D laws! o]
<Y kgl <l
J J

(Al =[> i
= ’Z ajj Sign a;;
= lal.

| 4o
4] = F=ro = max 3 fa
J

vl
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Norma inducida 1 de una matriz.
Por definicién,

el = > 1@l (9.33)

y entonces,
1Azll, = 1(A2)i =Y 1D aijayl (9.34)
i i
< aggl gl =) (Z |aij|> ;] (9.35)
i j i
<> [m,ngmm] ;| (9.36)
7 7
= (m]?XZ|aik|> (E4IR (9.37)
y entonces

All, < ; .
14l < m,gx; it (9:38)
Sea v tal que (v); = 6;; con j = argmaxy, » _, |a;x|, entonces
loll, = 65 =1 (9.39)

y cOomo
(Av)i = Qajj (9.40)
entonces

Al = 3 laij| = max 3 i (9.41)
7 %

y por definicién de norma inducida

| Av]
1Al = TEE L= m’?xz |a;r| (9.42)
1 i

y entonces, de (9.38) y (9.42) se deduce que
14]l, = max } _ |as| (9.43)

Normas no inducidas. Es facil demostrar que existen normas que no son inducidas, es decir que
satisfacen

JA| >0, siA#0 (9.44)
[aAll = |a| [[A] (9.45)
A+ Bl < [|All + Bl (9.46)
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pero no provienen de ninguna norma para vectores. Por ejemplo, si definimos la norma || . ||, como
1Al = e llAll; (9.47)

con ¢ > 0, ¢ # 1, entonces es claro que es una norma pero |||, = ¢ # 1 y por lo tanto no es inducida.

Nuiumero de condicién

El nimero de condicién de una matriz no-singular en la norma || . || es
r(A) = Al |A7H| (9.48)

Podemos ver que
L= 1] = [[AAY] < ) A = w() (9.49)

Si A es singular tomamos como que k(A) = oo.

Criterios de convergencia de los métodos iterativos

Desearfamos “detener” un método iterativo cuando |leg|| = || — x| < tol, pero como no cono-
cemos ¥ esto es imposible en los casos practicos. Pero si podemos calcular el residuo de la ecuacion
para la iteraciéon k como

r, =b— Axy, (9.50)

Si ||rk]| es suficientemente pequeno esperamos que ||ex|| sea pequeno y podemos poner como criterio

de detencion
71|

[I7oll
El siguiente lema nos permite relacionar ambos criterios de detencion
Lema 1.1.1. Dados b, z, g € RY, A no-singular y z* = A~'b, entonces

< tol (9.51)

llell gl
— < K(A)—= (9.52)
eoll = "ol
Demostracién.
r=b—Ar = Az* — Az = A(x — z*) = —Ae (9.53)
entonces
lell = [[A~  Ae|| < ||A7Y| [[Aell = [|A7 (|7l (9.54)
y
Iroll < [|All [eoll (9.55)

Por lo tanto

el _ A7l
lleoll = 1A= Iroll 7ol
La divisién por ||eg|| y ||70]| es para adimensionalizar el problema. Por ejemlo, si consideramos un pro-

blema térmico, entonces x puede representar temperaturas nodales y por lo tanto tendra dimensiones
de temperatura (°C), el miembro derecho ¢ tendra dimensiones de potencia (Watts) y los coeficientes

K(A) (9.56)
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[Aij] = W/ °C, pero lo importante es que el residuo tendré las mismas dimensiones que b es decir
potencia (Watts). Ahora si hacemos un cambio de unidades tomando como unidad de potencia a cal/s
entonces el criterio de parada ||r|] < tol es completamente diferente, mientras que ||r|| /||ro| es el
mismo en los dos sistemas de unidades. Por otra parte, este criterio depende de la solucién inicial xg
lo cual puede llevar a iterar demasiado en el caso en que partimos de una buena solucién (||rg|| muy
pequeno). Otra posibilidad es

[[7%l

161l

< tol (9.57)

Ambos coinciden si zg = 0.

9.1.2. El lema de Banach

La forma mas directa de obtener (y posteriormente analizar) un método iterativo es reescribir (9.1)
como un problema de iteracién de punto fijo. Una forma de hacer esto es reescribir la ecuaciéon como

x=(I—-Azx+b (9.58)
lo cual induce el siguiente método iterativo de Richardson
g1 =T —A)xr+b (9.59)

El analisis de tales secuencias recursivas es més general y vamos a estudiar la convergencia de relaciones
recursivas generales de la forma
Tpr1 = Mz + ¢ (9.60)

donde M es la llamada matriz de iteracion o matriz de amplificacion. Estos métodos son llamados
métodos iterativos estacionarios porque la transiciéon de z a xp1 no depende de la historia anterior:

Métodos estacionarios: z;11 = f(zy)
Métodos no estacionarios: =y = f(Tk, Trp_1,Tk—2,...)

Los métodos de Krylov que discutiremos mas adelante no son métodos estacionarios. Es interesante
también ver que el esquema de Richardson puede ponerse de la forma

Tpt1 = Tk + (b — A:Uk) =L +Tg (9.61)

Noétese que r; actia como una pequena correccion a la iteracién k para obtener la siguiente k£ + 1. Si
estamos suficientemente cerca de la solucién x* entonces ry serd pequeno y la correccién serd pequena.
Aplicando recursivamente (9.60) obtenemos una expresién general para la iteracién x. Asumamos
por simplicidad que xg = 0, entonces
r1T = C
x9g = Mc+c=(M+1)c
3 = M(M+I)ct+e=(M*+M+1I)c

k—1
ve = (Y M) e (9.66)
j=0
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Es claro que la convergencia del método est4 ligada a la convergencia de la suma de M.
Lemma 1.2.1. Si M € RY*¥ satisface ||M|| < 1 entonces I — M es no-singular y

(1= M)~ < (9.67)

1
1 —|[M]]

Demostracién. Veremos que la serie converge a (1 —M)~!. Sea Sj, = Zf:o M. Mostraremos que
es una secuencia de Cauchy

1Sk = Sl =1 > M (9.68)

l=k+1

l

<> HMH (9.69)

I=k+1
< > My (9.70)

I=k+1

e e 7

= [[M]] T [M] (9.71)
—0 (9.72)

para m,k — oo. Entonces S — S para algin S. Pero entonces tomando el limite en la relacion de
recurrencia

MS,+1= Sk:—H (9.73)
obtenemos
MS+1=S (9.74)
Por lo tanto
(I-M)S=1 (9.75)

de donde I — M es no-singular y S = (I — M)~!. Por otra parte
oo
_ 1 _
[ = M)~ <> M) = - IM])~" o (9.76)
1=0

Matrices diagonalizables bajo la norma 2. En el caso en que M es diagonalizable y consi-
deramos la norma ||M||, es mas facil de visualizar las implicancias del lema. Sean S no-singular y A
diagonal las matrices que dan la descomposicién diagonal de M

M =S871AS (9.77)
(I-M) =SYI-A)S (9.78)
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Como ||M|| = max; |\j| < 1 esto quiere decir que todos los autovalores A\; de M, que son reales ya
que M es simétrica, estdn estrictamente contenidos en el intervalo —1 < A; < 1. Por otra parte

=2, = x| (9.79)
= mm‘ll_w (9.80)
= 1—riax/\j (9.81)
=1 —mlaxm T1- uer2 (9.82)

Corolario 1.2.1. Si ||[M|| < 1 entonces la iteracién (9.60) converge a z = (I — M)~!c para
cualquier punto inicial xg.

Demostracién. Si z = zg ya estd demostrado. Si  # zo haciendo el cambio de variables z} =
xp — xo llegamos al esquema recursivo

Tkl — T =M (xx —x9)+c— (I —M)xg (9.83)
Ty =M+ (9.84)

El cual converge y converge a (I — M)~ ¢/, por lo tanto x; converge a

I-—M)'d+zg =T—-M)"e— (T —M)xo]+x0o (9.85)
=I-M'teco. (9.86)

Una consecuencia del corolario es que la iteracién de Richardson (1.6) converge si || — Al < 1. A
veces podemos precondicionar el sistema de ecuaciones multiplicando ambos miembros de (9.1) por
una matriz B

BAx = Bb (9.87)

de manera que la convergencia del método iterativo es mejorada. En el contexto de la iteracion de
Richardson las matrices B tales que permiten aplicar el Lema de Banach y su corolario se llaman
inversas aproximadas

Definicién 1.2.1. B es una inversa aproximada de A si || — BA|| < 1.

El siguiente teorema es llamado comtinmente Lema de Banach.

Teorema 1.2.1. Si Ay B € RV*" y B es una inversa paroximada de A, entonces A y B son no
singulares y

1B 1Al

-1 -1
l470 = ==y W= oy (959
y
g < VBILI=BAL AL BA|
HA BH S 1— ||I—BA” ’ HA B H S 1— HI_BAH ’ (989)

Demostracion. Sea M = I — BA, entonces I — M = BA es no singular y por lo tanto B y A son

no-singulares y
1

1
<1 r—5a; (9-90)

lBA| =[la™ B~
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B
[A7H < la=" B[ 1IBI < 1 — il (9.91)

11— BA|
Por otra parte,
1B [[I — BA]

|47 =Bl = It - BAA™ < T =54

(9.92)
La demostracion de las otras desigualdades es similar. O

Notar que hay una cierta simetria en el rol jugado por A y B. De hecho deberiamos definir inversa
aproximada por derecha y por izquierda 'y B seria la inversa aproximada por derecha de A.

La iteracién de Richardson, precondicionada aproximadamente, tiene la forma

Zpi1 = (I — BA)xy, + Bb (9.93)

Si ||[I — BA|| < 1 las iteraciones convergen rapido y ademds, (por el Lema 1.2.1) las decisiones basadas
en el residuo precondicionado | B(b — A x)|| reflejardn muy bien el error cometido.

9.1.3. Radio espectral

El anélisis de §9.1.2 relacioné la convergencia del esquema iterativo (9.60) a la norma de la matriz
M. Sin embargo la norma de M puede ser pequena en alguna norma y grande en otras. De aqui que la
performance de la iteracién no sea completamente descripta por ||M]|. El concepto de radio espectral
da una descripcién completa. Sea o(A) el conjunto de autovalores de A.

Definicion 1.3.1. El radio espectral de A es

p(A) = max |\| = lim A (9.94)

El radio espectral de A es independiente de la norma particular de M. De hecho

p(A) < [|A] (9.95)
ya que, si Av = Apax?, entonces
| Av]]
Al = ol [Amax| = p(A) (9.96)
Siempre que || . || sea una norma inducida. En realidad puede demostrarse algo asi como que p(A) es

el infimo de todas las normas de A. Esto es el enunciado del siguiente teorema (que no demostraremos
aqui).

Teorema 1.3.1. Sea A € RV*N, Para cada ¢ > 0 existe una norma inducida || . || tal que
p(A) > I A] —e.

Puede verse que, si p(M) > 1 entonces existen xy y ¢ tales que (9.60) diverge. Efectivamente, sea
v el autovalor tal que Mv = vy |\| = p(M) > 1. Tomemos g = v, ¢ = 0, entonces

zr = MFzo= N (9.97)

es claro que no converge.
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tlog IIRI|

Figura 9.1: Historia de convergencia tipica

Teorema 1.3.2. Sea M € RV*¥ . La iteracién (9.60) converge para todos zg,c € RY*Y sy y solo
si p(M) < 1.

Demostracién. Si p(M) > 1 entonces en cualquier norma tal que ||[M]| > 1 la iteracién no
converge por el parrafo anterior. Por otra parte, si p(M) < 1 entonces, tomando € = (1 — p(M))/2,
existe una norma tal que

M < p(M) + €= S (14 p(M)) <1 (9.98)

y por lo tanto converge. O
Tasa de convergencia de métodos estacionarios. Para un esquema convergente de la forma

Tht1 = (I - BA) xp + Bb (999)

podemos estimar la tasa de convergencia como,

xp—x* =(I—-BA)xp_1+ BAz" — 2" (9.100)
= (I — BA) (xp_1 — x¥) (9.101)
y por lo tanto
lok—a* < I = BA log_s — o] (9.102)
< |1 = BA|" Jlzo — "] (9.103)
(9.104)

Es usual visualizar la convergencia del método graficando ||r4|| versus k. Como ||ry|, puede redu-
cirse en varios 6rdenes de magnitud durante la iteracién, es usual usuar ejes logaritmicos para ||r||,.
Por otra parte (9.103) no sélo es una estimacién de la tasa de convergencia sino que, de hecho, muchas
veces el residuo de la ecuacién termina comportdndose de esta forma, después de un cierto transitorio
inicial (ver figura) es decir

7]l ~ ~* {lrol| (9.105)
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tlog IIRI|

log |||

log |||

log vy

Figura 9.2: Estimacion de la tasa de convergencia

Este tipo de comportamiento se refleja en una recta de pendiente log~y en el grafico. Un indice de la
velocidad de convergencia es el nimero de iteraciones n necesario para bajar el residuo un factor 10,

[7ktnll = 1/10 ([l (9.106)
Y Iroll = 1/10~% o (9.107)
log 10
log10 = —nlogy, n=—7— (9.108)
log(1/7)
para problemas muy mal condicionados
y=1-€ ex1 (9.109)
y entonces,
_log10

log(1/7) ~€, n= (9.110)

€

A veces podemos calcular la tasa de convergencia “experimentalmente” conociendo el valor del
residuo ||rg|| para dos iteraciones ki, ko. Asumiendo que en el intervalo k; < k < ko la tasa de
convergencia es constante como en (9.105) (ver figura 9.2), entonces

Ira]l = %27 || (9.111)
de donde |
ko — k1
y entonces,
log10) (ko — k ko — k

log([[r1]l /lIrall) — logyo([lrall / lI72l)

9.1.4. Saturaciéon del error debido a los errores de redondeo.

A medida que vamos iterando el residuo va bajando en magnitud. Cuando el valor del residuo pasa
por debajo de cierto valor umbral dependiendo de la precisién de la maquina (~ 107! en Octave,
Fortran (real *8) o C (tipo double)) se produce, debido a errores de redondeo, un efecto de saturacion
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Figura 9.3: Saturacion del error por errores de redondeo.

(ver figura 9.3). Es decir, al momento de calcular (9.50), es claro que incluso reemplazando zj, por la
solucién exacta x* el residuo (calculado en una maquina de precisién finita) dara un valor no nulo del
orden de la precision de la maquina. Por supuesto este umbral de saturacién es relativo a la norma
de cada uno de los términos intervinientes y ademads para sistemas mal condicionados, el umbral se
alcanza antes por un factor xk(A), es decir que

7l a2 107 % (A) x [|b] (9.114)

9.1.5. Métodos iterativos estacionarios clasicos

Hay otras formas alternativas a (9.58) de llevar Ax = b a un problema de punto fijo. Los métodos
como Jacobi, Gauss-Seidel y relajaciones sucesivas se basan en descomposiciones de A ( “splittings”)

de la forma,
A=A+ A (9.115)

con A; no-singular y facil de factorizar. El nuevo problema de punto fijo es
x=A7' (b — Agx) (9.116)

El analisis del método se basa en estimar el radio espectral de M = —Al_lAg.
Iteracion de Jacobi. Corresponde a tomar

Ay = D = diag(A) (9.117)
Ay =L+U=A-D (9.118)
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donde L, U, D son las partes triangular inferior, superior y diagonal de A = L + U + D. El esquema
iterativo es

(@hg1)i = ag" | bi— > ag(aw); (9.119)
JF

Notar que A; es diagonal y, por lo tanto, trivial de invertir. La matriz de iteracién correspondiente es
Mype = =D (L+U) (9.120)

Teorema 1.4.1. Sea A € RV*Y y asumamos que para cualquier 1 < i < N
0< Z \aij\ < ]a”\ (9.121)
J#i
entonces A es no-singular y Jacobi converge.
Demostracién. Veamos que

N
g
S il = Ljploil (9.122)
st |aii]
Entonces,
| Myacll o, = m?xz Imij| < 1 (9.123)
J
Por lo tanto la iteracién converge a la solucién de
r =Mx+D'b (9.124)
= -D'A)x+D ' (9.125)

entonces Az =by I — M = D™'A es no-singular y A es no-singular.
Iteracion de Gauss-Seidel. En este esquema se reemplaza la solucién aproximada con el nuevo
valor tan pronto como éste es calculado,

(wen)i = ag | b= D s (zhg1); — Y aij (wr); (9.126)

j<i J>i
que puede escribirse como
(D + L) Tp1 =b—Uxy (9.127)
El split correspondiente es
Ai=D+ L, Ay=U (9128)
v la matriz de iteracién
Mgs=—(D+L)"'U (9.129)

Aj es triangular inferior y por lo tanto A1_1 es facil de calcular. Notar también que a diferencia de
Jacobi, depende del ordenamiento de las incégnitas. También podemo hacer un “backward Gauss-
Seidel” con el splitting

A1=D+UA2=1L (9.130)
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La iteracion es
(D+U)zke = (b— Lxy) (9.131)

y la matriz de iteracién

Mpgs = —(D+U)"'L (9.132)

Gauss-Seidel simétrico. Podemos combinar alternando una iteracién de forward GS con una de
backward GS poniendo

(D + L) Tkt1/2 = b— U.I‘k (9,133)
(D+U)apy1 =b— Lapi) (9.134)

La matriz de iteracién es
Msgs = Mpas Mgs = (D+U) ' L(D+L)"'U (9.135)

Si A es simétrica, entonces U = LT y
Msgs =D+ L") ' L(D+L)"'L" (9.136)

Queremos escribir estos esquemas como una iteraciéon de Richardson precondicionada, es decir que
queremos encontrar B tal que M = I — BA y usar B como inversa aproximada. Para la iteracién de
Jacobi,

By = D! (9.137)

y para Gauss-Seidel simétrico
Bsas= D+ L) 'DD+L)™! (9.138)
Verificaciéon. Debemos demostrar que Mgqgs = I — Bsas A. Efectivamente,

I-BsgsA =I-(D+LH'DMDO+L)'(D+L+L" ( )
=I-(D+LNH 'DUI+(D+L)"'LT ( )
=D+LHY ' D+LT-D-DD+L)'LT] ( )
=D+ LN 'I-DD+L) LT (9.142)
=D+ '(D+L)-D(D+L) 'L ( )
=(D+L") LD+ L)t LT (9.144)
= Msas ( )

Sobrerelajacion. Consideremos iteraciéon simple de Richardson
Tht1 = Tk + (b — Axk) (9.146)

Si vemos que xj se acerca monétonamente y lentamente a z* podemos pensar en “acelerarlo” (ver
figura 9.4) diciendo que el método iterativo en realidad nos predice un estado intermedio Tp11, y
buscamos el vector de iteracién xy41 sobre la recta que une xp con Ty

Th+1 = xr + (b — A:Ek) (9.147)
Tht1 =z + w(Tpr1 — Tk) (9.148)
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Lh+1 _.---7~
Tl X

-

Figura 9.4: Aceleracion de la convergencia por sobre-relajacion

Veremos mas adelante que el valor éptimo de w esté relacionado con la distribucién de autovalores de
la matriz de iteracién en el plano complejo. Mientras tanto podemos ver intuitivamente que

= w =1 deja el esquema inalterado

= w > 1 tiende a acelerar la convergencia si el esquema converge lenta y monétonamente

» w < 1 tiende a desacelerar la convergencia si el esquema se hace inestable.

Esquema iterativo de Richardson con relajacion para matrices spd. Aplicando el método
de relajacién a la iteracién basica de Richardson obtenemos el esquema

Tl = Tk + Wrg (9.149)
que puede reescribirse como
Tpr1 = (I — wA) zp + wb (9.150)
de manera que la matriz de iteracion es
Mggr =1—wA (9.151)

Asumiendo que A es simétrica y definida positiva (spd), el espectro de Mgg esta dado por
o(Msr) =1—wo(A) (9.152)

pero como A es spd, los autovalores A € o(A) son reales y positivos. Asumamos que estan ordenados
Al > Ao > ... > Ay. También denotaremos Amin = AN, Amax = A1. Los autovalores de Mgr se
comportan en funciéon de w como se observa en la figura 9.5. Para un dado w todos los autovalores
de Mgr estan comprendidos entre los autovalores correspondientes a Apmin ¥ Amax (la regién rayada de
la figura). Para w suficientemente chico todos los autovalores se concentran cerca de la unidad. Para
un cierto valor weit €l autovalor correspondiente a Ap.x se pasa de —1 con lo cual la iteracién no
converge. El valor de wq estd dado entonces por

2
1 — Werit Amax = -1, weit = )\7 (9153)

max

La tasa de convergencia estd dada por v = max; |1 —w);|, y queremos buscar el w que da la mejor
tasa de convergencia, es decir el minimo . Como los 1 — wA; estdn comprendidos en el intervalo
1 — wAmin, 1 — WAmax, se cumple que

v =max(|1 — wAmin|, |1 — WAmax|) (9.154)
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Ahora bien, para un cierto intervalo de valores 0 < w < wopt €l méximo corresponde a 1 — wAmin ¥ ¥
decrece al crecer w, mientras que para wopt < W < Werit €l maximo estd dado por —1 + wApax y crece
con w. Para w = wepy ambos valores coinciden y entonces

1- wopt)\min =-1+ wopt)\max (9155)
de donde 5
Wopt = Amax T )\min (9156)

Ademss es facil ver que v es minimo para w = wgpt, de ahi el nombre de coeficiente de relajacion
optimo.

Podemos ver también que, para niimeros de condicién muy altos el valor éptimo se encuentra muy
cerca del valor critico,

1
Wopt, = T r(A)T Werit ™~ Werit (9.157)

La tasa de convergencia que se obtiene para wept es de

Nopt = m (9.158)
ol = o o ] (9159
log 10
= gl + /v (2160
que para sistemas mal condicionados (k > 1) es
nop = 8104 15k (9.161)

Método de relajaciones sucesivas. La combinacion de Gauss-Seidel puede mejorarse dramati-
camente con sobre-relajacion para una cierta eleccién apropiada del parametro de relajacién. Este
método es muy popular y se llama SSOR por “Successive Standard Over-Relaxation”. Partiendo de
(9.127) y reescribiéndolo como

D71+ Lagy =b—Uuxy (9.162)

y combinando con la sobre-relajacién estandar (9.148)

T =w (g1 — (1 —w)xp) (9.163)

llegamos a
Dizgy1 — (1 —w) x| + wLagi = w (b — U xy) (9.164)
(D+wL)zgy = [(1 —w) D — wU]zg + wb (9.165)

de manera que la matriz de iteracién es

Msor = (D +wL) ' [(1-w)D —wU] (9.166)
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~~ A

< 1
5§ -
s T Amax
g o e
Ew | [ =
Em - |
m“‘% TS~

) Y, L A

Wopt Werit

Figura 9.5: Comportamiento de los autovalores de la matriz de iteracién en funcién del pardmetro de
relajacion

9.2. Meétodo de Gradientes Conjugados

9.2.1. Meétodos de Krylov y propiedad de minimizacién

Los métodos de Krylov (a diferencia de los métodos estacionarios que vimos hasta ahora), no
tienen una matriz de iteracién. Los que describiremos mas en profundidad son Gradientes Conjugados
y GMRES. Ambos se basan en que la k-ésima iteracién minimiza alguna medida del error en el espacio
afin

zo + Kg (9.167)
donde z( es la iteracién inicial y el subespacio de Krylov Ky es
Ky, = span{rg, Arg, A%rq, ..., A¥ " 1rg}, k>1 (9.168)

Nota: El papel de zp y b puede intercambiarse, lo importante es ¢ (esto vale practicamente para
todos los métodos iterativos). De hecho, el esquema es invariante ante translaciones del origen, es decir
las iteraciones para los dos sistemas siguientes

Az =b, inicializando en xg (9.169)
Az =V, inicializando en x{, (9.170)
con
¥ =x-I (9.171)
¥ =b+ Az (9.172)
Ty, =x0—1T (9.173)
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son equivalentes (es decir, z}, = x — &), ya que

ry =b — Axj (9.174)
=b+ Az — Azo — Az (9.175)
=b— Az (9.176)
=ry (9.177)

de manera que el espacio de Krylov es el mismo. Entonces podemos, o bien eliminar b haciendo z = x*
o eliminar g haciendo T = zy.

El residuo es r = b — Az, de manera que {ri} para k > 0 denota la secuencia de residuos
ry = b — Azxy. Como antes, * = A7'b, es la solucién del sistema. El método de GC es en realidad
un método directo, en el sentido de que llega a la soluciéon en un nimero finito de pasos, de hecho
veremos méas adelante que converge en N (o menos) iteraciones, es decir que

xp = x*, para un cierto k con k<N (9.178)

GC es un método que sirve en principio sélo para matrices (spd). Recordemos que A es simétrica si
A = AT y definida positiva si
2T Az >0, para todo z #0 (9.179)

Luego veremos que podemos extender cualquier sistema (no simétrico ni definido positivo) a un sistema
spd. Como A es spd. podemos definir una norma como

|lz|| 4, = VaT Ax (9.180)

es la llamada “norma A” o “norma energia” ya que en muchos problemas précticos el escalar resultante
2 . .
(lz[|%4) representa la energia contenida en el campo representado por el vector .
El esquema a seguir serd

s Descripcién formal del método y consecuencias de la propiedad de minimizacién
= Criterio de terminacién, performance, precondicionamiento
= Implementacién
La k-ésima iteracién de GC xp minimiza el funcional cuadratico
o(z) = (1/2)xT Az — 2Tb (9.181)

en zg + Kp.
Notemos que si hacemos el minimo sobre todo IRY, entonces si

Z = argmin ¢(z), (9.182)
zeRN
vale que
Vo(z) = Az —b=0, implica & =2z" (9.183)
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Lema 2.1.1. Sea S € IR", si 2, minimiza ¢ sobre S, entonces también minimiza ||z* — x| , = ||7|| 4-1

sobre S.
Demostraciéon. Notemos que
|z —2*|% = (@—2")" A(z —2")
ol Ax— 2T Az — 2T Az + 27 Ax*

pero A = AT, entonces *T Ax = 2T AT z* = 27 Az* y Ax* = b, de manera que

|z —a*|3, =aT Az — 20T b+ 2T Az
=2¢(x) + 2T Az*
Pero 2*7' A x*=cte de manera que ry minimiza ||z — 2*|| 4. Sea e = x — 2*, entonces,
lels  =e"Ae
= [A(z —2")]" A7 A(z - 2%))
=(b—-Ax)T A7 (b— Ax)

— [lb— Az]? s o

Usaremos este lema para el caso S = xg + Ky.

9.2.2. Consecuencias de la propiedad de minimizacién.

El lema 2.1.1 implica que, como zj; minimiza ¢ sobre zg + Kk,
2" =zl < 2™ —wll4

para todo w € xy + K. Como w € xg + Kj puede ser escrito como

k-1

w:ZWjAjr(ﬁ-xg
j=0

para ciertos coeficientes {v;}, podemos expresar z* — w como

k—1

T —w=2a2"—1x0 — g v; Al ro
Jj=0

Pero
ro=b— Axg = A(x* — x9)
entonces

k-1

¥ —w :(gc*—:lco)—Z'yjAj'HL (x* — )
=0

= p(A) (#" ~ o)

((docver curso-cfd-0.0.2-15-gb72220a ’clean) (docdate Sun Sep 30 12:31:24 2007 -0300) (proc-date Sun Sep 30 12:33:23 2007 -0300))

(9.184)
(9.185)

(9.192)

(9.193)

(9.194)

(9.195)

(9.196)
(9.197)

256



CAPITULO 9. METODOS ITERATIVOS PARA LA RESOLUCION DE ECUACIONES LINEALES
Seccion 9.2. Método de Gradientes Conjugados

donde el polinomio
k—1
plz) =1-) ~;27™ (9.198)
§=0

tiene grado k y satisface p(0) = 1. Entonces,

[ A— = min A) (2" —=x 9.199
| klla pepm(o)zlllp( ) ( 0)lla ( )

P, denota el conjunto de los polinomios de grado k. El teorema espectral para matrices spd afirma
que existe una base de autovectores {u;}Y.; con autovalores {\;}

A’U,Z‘ = )\i (7% (9200)

con u;, A; reales, \; > 0 y los u; ortogonales entre si, es decir que

uluj = 8 (9.201)
Ademaés formamos las matrices
U =[wuw u ... uy] (9.202)
A = diag{ A1, A2, ..., AN} (9.203)
La descomposicién diagonal de A es
A=UANUT (9.204)
Ademas
Al = (UAUT) (UAUT) ... (UAUT) (9.205)
=UNUT (9.206)
y
p(A) =Up(A)UT (9.207)
Definamos
A2 =U N2 UT (9.208)
y notemos que
2
x|} =27 Az = HAl/2 x ‘2 (9.209)
Entonces, para todo z € RY
1
Ip(A)alls = [a%pa)a) (9.210)
- Hp(A) A x) ) (9.211)
< Ip(A)ll, A%, (9:212)
(Al [l 4 (9.213)
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y volviendo a (9.199)

o~y < oo = o*lLy i { o o)1} (9.214)
donde o(A) es el conjunto de autovalores de A.
Corolario 2.2.1. Sea A spd y {x1} las iteraciones de GC. Sea pj, cualquier polinomio de grado k
tal que pr(0) = 1, entonces
low =alla ooy |k (2)] (9.215)
2o —a*[l,4 = seota) '
Los polinomios que satisfacen pi(0) = 1 se llaman polinomios residuales.
Definicién 2.2.1. El conjunto de polinomios residuales de orden k es

Pr = {p / p es un polinomio de grado k y p(0) =1} (9.216)

La forma de estimar la convergencia de GC es construir secuencias de polinomios residuales basados
en la informacién de como estdn distribuidos los autovalores de A (es decir de o(A)). Un primer
resultado es ver que GC es un método directo

Teorema 2.2.1. Sea A spd. Entonces GC converge antes de las N iteraciones.

Demostracién. Sea {\;})¥ los autovalores de A. Tomemos como polinomio residual

N

pz) =[N = 2)/\ (9.217)

i=1
Pero p € Py ya que tiene grado N y p(0) = 1. Entonces, de la estimacién de error (9.215)

len — 2[4 < llwo — 27|, max [p(z)| =0 (9.218)
z€0(A)
ya que, por construccién, p(z) = 0 para todos los z € o(A). O.

Sin embargo, desde el punto de vista préactico esto no es tan bueno como suena. Veremos que, bajo
ciertas condiciones, la convergencia puede ser muy lenta y desde el punto de vista practica haya que
esperar hasta N iteraciones para que el residuo baje de la tolerancia aceptable.

Es decir, si evaluamos a GC como un método iterativo, entonces debemos poder evaluar la tasa de
convergencia para k < N (la pendiente de la curva de convergencia).

Teorema 2.2.2. Sea A spd con autovalores {u;}Y ;. Sea b una combinacién lineal de k de los
autovectores de A. Por simplicidad asumiremos que los autovectores de A estan ordenados de manera
que estos autovectores son los primeros k

k
b=> wu (9.219)
=1

Entonces la iteracién de GC para Az = b con xg = 0 termina en, a lo sumo, k iteraciones
Demostracion. Por el teorema espectral

¥ =
I

(7e/ M) w (9.220)

k
=1
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\/\/\\ tasa de convergencia muy lent

I —\ I

nivel de residuo aceptable \ N

Figura 9.6: GC con tasa de convergencia muy lenta.

ya que

Mw

Az* (/i) Ay (9.221)

o~
Il

1

(/)N w (9.222)

I
™=

1

[
)

(9.223)

Usamos el polinomio residual
k
pz) = [ = 2)/N (9.224)
=1

y puede verse que p € Pr y p(A) =0para 1 <l <ky

k
plA)z* => " p(\) (u/M)w =0 (9.225)
=1
De manera que, por (9.199) y xzo = 0 se deduce que
% =zl 4 < IP(A) 2|, =0 ©. (9.226)

Teorema 2.2.3. Sea A spd y supongamos que hay exactamente k < N autovalores distintos de
A. Entonces GC termina en, a lo sumo, k iteraciones
Demostracién. Usar el polinomio residual

k
=[x -2)/N o (9.227)
=1
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A IN
Lk

maquina de precision finit:
yrecision de la maquina Lo

maquina de precision infinita

Figura 9.7: Comportamiento del residuo en maquinas de precisién finita.

9.2.3. Ciriterio de detencion del proceso iterativo.

En una méquina de precision infinita debemos ver que el residuo desciende bruscamente a cero en
la iteracién N (puede ser antes bajo ciertas condiciones, como hemos visto en algunos casos especiales),
pero en la practica no se itera GC hasta encontrar la solucién exacta sino hasta que cierto criterio sobre
el residuo (por ejemplo ||rgx]| < 1079) es alcanzado. De hecho, debido a errores de redondeo, ocurre
que no se puede bajar de un cierto nivel de residuo relacionado con la precisién de la maquina (1015
en Fortran doble precisién y también en Octave) y el nimero de operaciones necesarias para calcular
el residuo. Entonces, si ese nivel de residuo estd por encima del valor del residuo que obtendriamos en
la iteracién N — 1 (ver figura 9.7), no veremos el efecto de la convergencia en N iteraciones, sino que
GC se comporta como un método iterativo, de manera que lo importante es la tasa de convergencia
media del método.

En la préactica se usa usualmente como criterio de detencién del proceso iterativo

16— Azg[ly < 7 bl (9.228)

Sin embargo, las estimaciones de error basadas en la propiedad de minimizacién estan expresadas en
la norma energia del error

ok — oIl )
= < max |pr(z 9.229
T — a7l = oy, 1P (2) (9.229)

El siguiente lema relaciona la norma euclidea del error con la norma energia del error
Lema 2.3.1. Sea A spd, con autovalores A\ > Ay > ... > Ay. Entonces para todo z € RN

HA”%Hz = 2l (9.230)

1/2 1/2
A2 24 < Hlzlly < A2 N2l (9.231)

Demostracion.
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el = 27 AZ = (42)" (41%2) = || 42| (9.232)

2
2

Sean {u;, \;} los autovectores, autovalores de A, con ulu; = &;;. Entonces,

z = Z(UZTZ) u; (9.233)

N
Az = Z)‘i (ul 2) u; (9.234)
i=1
Entonces,
) N
AN HAV%H2 - /\N;)\i (uT 2)? (9.235)
N
< N (uf2)? = (| Az])3 (9.236)
i=1
N 2
<M S (f 2:)\HA1/2 H . 2
< 1; (u; z) 1 2|, © (9.237)
Lema 2.3.2.
o= Awill, _ v/%2() lIrolly flzi— oL 0239
lly (12]P [0 — 2%[| o

Recordemos que en la norma Lo para matrices spd. vale que

|All, = méx autovalor de A = \; (9.239)
HA_1H2 = min autovalor de A = Ay (9.240)
I{Q(A) == )\1/)\]\/’ (9241)
Usando (9.230) y (9.231)
* 1/2 )«
b= Azilly _ G — )l N o — il
16— Azolly  [|A(2* — zo)ll, Ayl — 2ol 4
Consideremos un ejemplo simple
20=0, A\ =11, Ay =09, (9.243)

Por lo tanto ko = 1.22 (relativamente pequeno). Tomemos el polinomio (ver figura 9.8)

p(z) = (10 — 2)*/10% € Py, (9.244)
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Figura 9.8: Polinomio residual apropiado para el caso (9.243)

Como vemos en la figura todos los polinomios se anulan en z = 10 la mitad del intervalo donde se
encuentran los autovalores. Esta regién estd sombreada en la figura. El méximo valor de pg(z) sobre
el intervalo se alcanza en los extremos del intervalo

D =|p = |pp(11)] = 107F 24
ggnzaél\pk(Z)! 1Pk(9)] = [Px(11)] = 10 (9.245)

lo cual implica que la tasa de convergencia es v = 1/10 y el nimero de iteraciones por orden de
magnitud es

log(10
n— 108(10) _ (9.246)
log(1/7)
Mientras tanto, para los residuos
A _
Hﬂ«"‘l;)”b\b < V122 x107* (9.247)
2
=1.10x 107% (9.248)
(9.249)

Para obtener la mejor estimacion basada solamente en la informacién del autovalor méximo y
minimo debemos construir un polinomio de tal forma que tome los valores mas bajos posibles en el
intervalo \; < z < A\, (ver figura 9.9). Estos polinomios pueden construirse en base a los polinomios
de Tchebyshev. Efectivamente, hagamos el cambio de variable

(z=AN)/( M1 = An) = (1 —cosh)/2=(1—x)/2 (9.250)

de manera que # = 0en z = Ay y § =7 en z = A;. Los polinomios de Tchebyshev T,,(z) se definen
como

T,(x) = cosné (9.251)
Por ejemplo
To(z) = (9.252)
Ti(x) == (9.253)
To(z) =22°—1 (9.254)
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Figura 9.9: Polinomio residual basado en los polinomios de Tchebyshev

Por construccién vemos que |T,,| < 1 en |z] < 1, 0o sea A, < z < A;. Entonces tomamos pg(z) =
T(x(2))/Tn(z(z = 0)). Como z(z = 0) cae fuera del intervalo |z| < 1y T;, crece fuertemente (como
x™) fuera del mismo, es de esperar que T, (z(z = 0)) > 1 y entonces |pi(z)] < 1 en A, < z < Aj.
Mediante estimaciones apropiadas para el valor de T),(z(z = 0)) puede demostrarse que

k
N N Ko — 1
o=l < 20 ="l (Y27) (9.255)

Podemos ver que, si k > 1, entonces podemos aproximar

s — 1 2
MBS | (9.256)

w/lig—l—lN \/E

y entonces
log(10)

n~ Ve =1.15Vk (9.257)
que debe ser comparada con n ~ 1.15x para Richardson con w = wypt. La ventaja es clara, teniendo en
cuenta que (como veremos después) el costo (nimero de operaciones) de una iteracién de gradientes
conjugados es similar al de una iteraciéon de Richardson.

Sin embargo, la convergencia puede ser mucho mejor que la dada por la estimacién anterior,
dependiendo de la distribucién de los autovalores. Por ejemplo, asumamos que los autovalores estan
distribuidos en (ver figura 9.10)

1<A<1.56399 < A <400 (9.258)

Entonces £ = 400 y la estimacién anterior (basada sélo en el nimero de condicién) da
n = 1.15v400 = 23 (9.259)
mientras que si tomamos el polinomio residual de la forma

(1.25 — 2)k (400 — 2)2k
1.25% 4002k

D3k = (9.260)
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[
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Figura 9.10: Polinomio residual apropiado para un espectro con dos clusters de autovalores

Entonces debemos estimar

_ k _ k
max Ipse(2)| = (0.25/1.25)% = 0.2 (9.261)
y
< 25)F 2 :
309225, 00 Ipsk(z)] < (400/1.25)" (1/400) (9.262)
=1/(1.25 x 400)* (9.263)
Por lo tanto,
max |psx(z)] < 0.28 (9.264)
z€o(A)
y v =023
log 10
n= o8 = 4.29 (9.265)

(1/3) log(1/0.2)
que representa una tasa de convergencia 5 veces mds rapida que la predicha sélo en base al nimero
de condicion de A.
En el contexto de GC la convergencia se puede mejorar tratando de encontrar precondicionamientos
que disminuyan el nimero de condicién o bien que los autovalores estan agrupados en pequenos
“clusters” (ver figura 9.11).

9.2.4. Implementacién de gradientes conjugados

La implementacién de GC se basa en que conociendo x; pueden ocurrir dos situaciones. O bien
Tk4+1 = Tk = =¥, 0 bien
Thtl = Tk + Q1 Pk+1 (9.266)

donde pri1 # 0 es una direccién de bisqueda que puede obtenerse en forma sencilla y aj1q es un
escalar que se obtiene minimizando el funcional de GC sobre la recta,

d
i d(zk + apgy1) =0, en a = gy (9.267)
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A
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Problema no precondicionado z
A
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Reduccion del nimero de condicién z
(Richardson y GC)
T r il I} ¥l L 1
| t A T T F 4

Agrupar autovalores en pequefios clusters (G

Figura 9.11: Posibles estrategias de precondicionamiento

Recordar que el funcional estaba definido como

1
o(x) = 5 el Az — 2Tb (9.268)
Entonces
do
do Pis1 VO (9.269)
= phy1 [A(zh + Qg1 prs1) — b =0 (9.270)
de donde

p£+1 (b— Azy)
p£+1 Aprt1

Si zr11 = 71 entonces o = 0, pero esto solo ocurre si zy es la solucién.

Lema. r; € ) para todo [ < k

Demostracién. Lo haremos por induccién en k. Para k = 1 K = span{rp} y obviamente se
verifica que rg € K. Ahora asumiendo que es valido para k lo demostraremos para k + 1. Para [ < k,
se cumple que r; € K C Kgy1, por lo tanto sélo resta demostrarlo para ry. Pero

Qpp1 = (9.271)

k—1
zp =20+ »_a; Alrg (9.272)

5=0

y entonces,

Ty =b— Axy (9.273)

k-1 '
=7 — Z a; AT g € Ky O (9.274)

j=0

Lema 2.4.1. Sea A spd. y {z} las iteraciones de GC, entonces

rfr; =0, paratodo0 <1<k (9.275)
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Demostracién. Como x; minimiza ¢ en xg + K, entonces para todo £ € Ky,

d
aqf)(mk +t6) =Vp(zp +tE)T =0, ent=0 (9.276)
pero V¢ = —r, entonces
—rf€=0, paratodo €Ky 0. (9.277)

Ahora bien, si x;11 = ) entonces rp = rgi1 y
2 T T
I7ell2 = rere =71 TR =0 (9.278)

por lo tanto xp = x*.De paso esto permite ver también que GC converge en N iteraciones (cosa que
ya hemos demostrado baséndonos en la propiedad de minimizacién.) Efectivamente, supongamos que

ri # 0 entonces
dim g1 = dim K + 1 (9.279)

Pero para k = N dim K, = N entonces 141 = 0.
Lema 2.4.2. Si xj; # x* entonces 11 = T + apiq prsr1 donde pryq estd determinado (a menos
de una constante multiplicatva) por

Pk+1 S ,Ck+1 (9280)
pE1AE =0, para todo £ € Ky (9.281)

Demostraciéon. Como Ky C Ky
Vo(zpe1)T€ =0, para todo £ € Ky, (9.282)
[Azk + g1 Apryr — BT € =0 (9.283)
pero Axi — b =1y L £ para todo £ € Ki de manera que
Pis1AE =0 (9.284)

y como dim g1 = dim Ky, 4 1, esto define tinicamente a pg41.
Esta propiedad se llama que pi11 es “conjugado” a K. Ahora bien, tomando 7, y ortogonalizandolo
con respecto a K podemos obtener pg1. Entonces,

Pkt1 =Tk + wg, con wy € Ky, (9.285)

Teorema 2.4.1. Sea A spd. y asumamos que 7 # 0. Sea pyp = 0. Entonces pgi1 = r¢ + Bri1Pk
para algin escalar By11 y k> 0.

Demostracién. ver libro.

Lema 2.4.3. Las siguientes féormulas son también véalidas para obtener los ag y Ok.

2 2
&l _ ez

rela g (9.236)
Phi1 Apri Ire—1l

A1 =

Demostracion. Ver libro.

Algoritmo 2.4.1. cg(x, b, A, €, kmax)
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Lr=b— Az, po=|rl3 k=1
2. Do while \/pr—1 > €||blly ¥ b < Kmax
a. If k =1 then
p=r
else
B = pr-1/pr—2
p=r+0p
endif
b. w = Ap
c. a=pe_1/(p"w)
drx=xz+ap
e.r=r—aw
£ pi = HT’kHQ
g. k=Fk+

Notar que no es necesario formar explicitamente la matriz A (ni siquiera en forma “sparse”, es
decir, la lista de {i,7,ai;}), sino que solo es necesario definir una rutina que, dado z calcule Ax.
Esto se llama una operacion matriz-vector. Debido a esta propiedad de no necesitar tener la matriz
almacenada, GC es llamado un método matrix free.

Costo de GC. Las variables que se deben mantener almacenadas durante la iteracion son x, w, p,
o sea 4N elementos. En cuanto al nimero de operaciones,

» 1 producto matriz vector (paso 2.b)
» 2 productos escalares (pasos 2.c y 2.f)

» 3 “axpys” (pasos 2.a, 2.d y 2.e).

Una operacién “axpy” es aquella de la forma y «— ax + y, es decir adicionar a un vector x un
multiplo escalar de otro vector y. (El nombre proviene de que la rutina de la libreria BLAS que realiza
esta operacién y que a su vez es una descripciéon mnemotécnica de la operacién que se realiza.). De
todos, el que requiere mas operaciones es generalmente el producto matriz vector, sobre todo en la
versién matrix free y sobre todo cuanto mas compleja es la fisica del problema. Por ejemplo, si x
representa el vector de potenciales nodales guardados por columnas para una malla homogénea de
paso h (como en la funcién laplacian.m usada en la Guia 1), entonces la implementacién de Az es

phi=reshape(phi,n-1,n-1);

% range of indices of internal nodes
I1=(2:n);

JJ=I1;

% Include the boundary nodes
Phi=zeros(n+1);
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Phi((2:n), (2:n))=phi;

% Use the standard 5 point formula

lap_phi=((-Phi(II+1,JJ)...
-Phi(II-1,JJ)...
-Phi(II,JJ+1)...
-Phi(II,JJ-1)...
+4%Phi(I1,JJ))/h"2);

lap_phi=lap_phi(:);

donde vemos que béasicamente el nimero de operaciones necesario es O(5N), ya que 5 es el nimero
de puntos involucrados en el stencil de Poisson. Sin embargo, si la complejidad de la representacién
aumenta el computo se mantiene en general O(N) pero con cada vez mdas operaciones por nodo.
Por ejemplo, si la malla estd refinada hacia los lados, es decir si el h no es constante, entonces hay
que multiplicar cada fila por un h distinto. Si ademéas permitimos que las lineas de la malla no sean
paralelas a los ejes, entonces habra que calcular los coeficientes métricos de la malla. Si consideramos
el uso de mallas no estructuradas con el método de los elementos finitos el cdlculo de las matrices de
cada elemento aumentara todavia mas el niimero de operaciones por nodo.

Costo de GC como método directo. Si bien el método de GC se usa raramente como método
directo, por razones que veremos mas adelante, vamos a estimar el nimero de operaciones necesarios
y compararlo con eliminacién de Gauss. Considerando un cuadrado de N = n x n nodos en 2D y un
cubo de N =n xn x n en 3D, tenemos que,

» Ancho de banda de la matriz: m = n en 2D, m = n? en 3D.
= Nimero total de incégnitas: N = n? en 2D, N = n> en 3D.
» Nimero de op. Gauss: N2 en 2D, N33 en 3D

» Ntmero de op. GC/directo: N2 en 2D, N2 en 3D

Hemos hecho uso de que el niimero de operaciones para eliminacién de Gauss es Nm?2. Para GC
hemos usado

numero de op. = O(ndmero de iter. x nro. de op. por iter.) (9.287)
= O(N?) (9.288)

Vemos que, incluso como método directo, GC llega a ser mas competitivo en 3D. De todas formas, como
ya hemos mencionado, por el problema de precisién finita (ver figura 9.7) en general para problemas
grandes se llega a la precisién de la maquina antes de las N iteraciones.

En cuanto a la capacidad de almacenamiento, GC obviamente requiere mucho menos memoria

(O(N) para GC contra O(N'%) en 2D y O(N15¢) en 3D para Gauss).
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Figura 9.12: Gradientes Conjugados y los residuos verdaderos.

Comparacion como método iterativo con Richardson. Tanto para Richardson como para
GC el costo para bajar el error un order de magnitud es, basicamente

Nro. de opr. para bajar el residuo un orden de magnitud = (9.289)

= n X nro. de oper. por iteracion
Donde n es el nimero de iteraciones necesario para bajar el error un orden de magnitud. Asumiendo
que el costo de las iteraciones es practicamene el mismo para los dos métodos (lo cual es valido si
hacemos una implementacién matrix free con una formulacién relativamente compleja, por ejemplo
FEM), entonces los costos relativos estdn dados por las tasas de convergencia y, usando que en 3D

Kk~ n?= N3,

n(Richardson con w = wep;)  ~ K = N2/3 (9.290)
n(GC) ~yrk=N/3 (9.291)

con lo cual la ganancia es evidente.

9.2.5. Los “verdaderos residuos”.

El algoritmo cg(...) (ver pag. 266) descripto mds arriba tiene la particularidad de que los resi-
duos no son calculados directamente usando (9.50) sino que son calculados en el paso (2e). Si bien las
expresiones coinciden en una maquina de precisién infinita, debido a errores de redondeo los valores
numéricos obtenidos con uno u otro método pueden diferir en una maquina de precision finita. En la
figura 9.12 vemos los residuos calculados en un experimento calculados de las dos formas. El compor-
tamiento de los verdaderos residuos es similar al observado para Richardson en §9.1.4. Sin embargo, es
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todavia peor para GC. El residuo no sélo no baja de el umbral |||, de saturacién sino que empieza
a crecer lentamente. Esto es muy peligroso desde el punta de vista practico, ya que en el caso de
Richardson el efecto de saturacion sélo ocasiona un gasto de tiempo de cdlculo innecesario, pero en el
caso de GC puede ocasionar una pérdida de precisién. Podemos decir que Richardson es un método
estable ante errores de redondeo, mientras que GC es inestable. Esta inestabilidad de GC se debe al
hecho de que asume que los residuos van formando una base ortogonal y las direcciones de busqueda
van siendo conjugadas (ec. (9.281)), y estas propiedades se van perdiendo por errores de redondeo.
Esta inestabilidad es compartida por todos los métodos que se basan en estas propiedades de conjuga-
cién, por ejemplo GMRES y los métodos que veremos después. Para peor los residuos calculados por
la expresién recursiva (2e) tienden a seguir descendiendo, de manera que si el usuario no verifica el
verdadero valor del residuo, puede creer que realmente el error ha bajado (después de 600 iteraciones)
hasta 2x 10754, mientras que el error verdadero estd en el orden de 3x1073.

Cuando calculamos los residuos directamente a partir de (9.50) decimos que se trata de los verda-
deros residuos. El porqué los residuos calculados segin el algoritmo cg(...) (ver pag. 266) tienden a
bajar, en vez de rebotar como lo hacen los verdeaderos residuos, puede entenderse mas facilmente en
el algoritmo de Richardson. Efectivamente, puede demostrarse simplemente que los residuos también
satisfacen una relacién como la (9.101) a saber

Tk+1 = (I - BA) Tk (9292)

De manera que también podriamos calcular los residuos utilizando recursivamente esta relacion. Pero
esta relacién no involucra diferencias entre magnitudes grandes como en (9.50) y por lo tanto ||7||
calculado por esta expresion sigue descendiendo, independientemente de la precisién de la maquina.
Una forma de corregir el el algoritmo cg(. ..) (ver pag. 266) es agregar una linea en cada iteracién
que calcule el verdadero residuo, sélo a los efectos de chequear convergencia, sin embargo esto involucra
un producto matriz vector adicional por iteracion, es decir practicamente duplica el costo del método.
Precondicionamiento. Asumamos que tenemos una matriz M facil de invertir y tal que
k(MA) < k(A) o tal que los autovalores estan agrupados en clusters. Entonces podemos tratar

de resolver
(MA)x = (Mb) (9.293)

en vez del sistema original, ya que este esta bien condicionado. Sin embargo, incluso si M es spd. el
producto de dos matrices spd. no es necesariamente spd. Basta con ver el ejemplo,

10
A _[0 2], (9.294)
2 1
M = [ 1 o ] (9.295)
Ay M son spd. pero
2 2
MA = [ 1 4 } (9.296)

no es simétrica. Una posibilidad es buscar M = S? y entonces redefinir

(SAS)y = (Sb) (9.297)
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y una vea obtenido y obtener x = Sy. Como SAS es equivalente a S?A = MA tienen la misma
distribucién de autovalores y SAS si es spd. Pero falta resolver el problema de hallar S, lo cual puede
ser mas complicado que hallar M y por otra parte el cdlculo de SAS por un vector involucra el cdlculo
de dos productos matriz-vector adicionales, contra uno sélo si precondicionamos de la forma (9.293).
La solucién pasa por reproducir el algoritmo de Gradiente Conjugado pero reemplazando el producto
escalar por 7 Mz y finalmente resulta en el siguiente algoritmo de GC precondicionado,

Algoritmo 2.4.1. pcg(x, b, A, M, €, kmax)

Lr=b—Ax, ro=r"Mr, po=|r|, k=1
2. Do while \/pr—1 > €|b]ly ¥ k < Kax
a. If k=1 then
z= Mr
else
B = pr—1/pr—2
p=Mr+ (p
endif
b. w=ap
c. a=pp_1/(pTw)
dz=x+ap
e.r=r—aquw
£ px = Il =7
g. k=k+

La modificacion principal del algoritmo pasa por reemplazar p por Mp en las definiciones de los p
y reemplazar los productos escalares z’y por la forma cuadratica 7 My. Ademds, ahora calculamos
escalares 7, para el calculo de las direcciones py y escalares py para chequear la convergencia. (Mientras
que en la versién no precondicionada, py = 7).

El costo adicional mas importante para el esquema precondicionado es un producto matriz-vector
adicional con la matriz precondicionada. El costo del producto matriz-vector para el precondiciona-
miento puede variar mucho y depende de la complejidad del precondicionamiento. Por ejemplo, si
tomamos M como la inversa de la parte diagonal de A (precondicionamiento Jacobi), entonces el
costo es fnfimo, pero en el otro extremo podemos tomar M = A~'. Entonces GC converge en una
iteracién pero el costo de calcular Mx es el costo de invertir A!! Tenemos entonces que

Costo total = n x nro de oper. por iteracién (9.298)

Cuanto més complejo es el precondicionador el n tiende a disminuir pero el niimero de operaciones
tiende a aumentar debido al costo del cédlculo del precondicionamiento. Lo importante entonces, al
evaluar la efectividad de un precondicionador es no sélo evaluar como aumenta la tasa de convergencia
sino también tener en cuenta el costo de evaluar M.

Precondicionadores. Existen una variedad de precondicionadores propuestos para diferentes
problemas. Algunos son muy especificos para ciertas aplicaciones otros son puramente algebraicos, es
decir su aplicacion es general para toda clase de problema (tal vez no su efectividad!). En el contexto de
la resolucién de sistemas lineales provenientes de la discretizacién de ecuaciones en derivadas parciales
por diferencias finitas o volimenes finitos podemos mencionar los siguientes
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s Intrinsecos al problema

e Resolvedores rapidos de Poisson

Multigrilla

e Descomposicién de dominios

o ADI

= De tipo general

e Jacobi
e Factorizacion incompleta

e Precondicionamiento polinomial

A continuacién haremos una breve descripcién de los mismos
Resolvedores rapidos de Poisson. Si consideramos la ecuacion de Poisson 1D con condiciones
de contorno periédicas la matriz resulta ser

2 -1 0 0 O -1

-1 2 -1 0 0 0

o -1 2 -1 0 0
A= 0 o -1 2 -1 0 (9.299)

0 0 0 -1 2 -1

-1 0 0 ... 0 -1 2 |
Sea z de la forma o

(aF); = e2mhi/N (9.300)

donde i es la unidad imaginaria. Puede verse que (x); es un autovector de A. Esto vale, no sélo para
la matriz del laplaciano 1D, sino también para cualquier operador homogéneo (que no depende de x)
discretizado sobre una malla homogénea. En este caso las filas de la matriz A son las mismas, sélo que
se van corriendo una posicién hacia la derecha a medida que bajamos una fila, es decir:

A=A (9.301)

donde /Al“ es ciclico en p de periodo N, es decir Ap+ N = Ap. Pero los x de la forma (9.300) son la
base que induce la transformada de Fourier, de manera que si F' es la matriz que tiene como columnas
estos autovectores, vale que

Fz =ft(z), Vz (9.302)

donde fft(z) indica el operador de transformada de Fourier tal como estd definido en Matlab. Como
las columnas de F son autovectores de A, entonces F~'AF es diagonal y podemos tomar como
precondicionamiento

M = F~![diag(A)]"'F (9.303)
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malla fina

o o o o

malla gruesa

Figura 9.13: Mallas fina y gruesa para las técnicas de multigrilla.

por lo visto, para matrices periédicas, M = A~ y entonces GC convergerd en una iteracién. La
idea es que (9.303) puede ser un buen precondicionamiento incluso en condiciones méas generales, por
ejemplo cuando la matriz no es periédica o cuando la malla no es homogénea. En cuanto al costo del
precondicionamiento, multiplicar por F'y ~! es equivalente a aplicar transformadas y antitransforma-
das de Fourier (aplicar las operaciones fft( ) y ifft( ) de Matlab. Estas requieren O(N log,(N))
operaciones y la inversién de la parte diagonal de A sélo requiere O(N) operaciones. La idea puede
extenderse facilmente a 2D y 3D.

Multigrilla. Si hacemos una descomposicion modal del error, puede verse que el error en las com-
ponentes correspondientes a los autovalores mas pequenos converge en general mucho maés lentamente
que para los autovalores més altos. Esto es mas evidente para el método de Richardson, donde los
factores de amplificaciéon 1 — w); son muy cercanos a 1 para los autovalores mas pequenos. A su vez,
como ya hemos visto en los ejemplos, los autovalores altos estdn asociados a frecuencias altas (fun-
ciones que son muy oscilatorias espacialmente) mientras que los autovalores bajos estdn asociados a
autofunciones suaves. Esto significa que después de un cierto nimero de iteraciones el error para las
frecuencias altas se debe haber reducido mucho mientras que el grueso del error esté en las componen-
tes de baja frecuencia. Como las funciones suaves pueden ser restringidas a una malla més gruesa sin
perder informacién, esto sugiere la idea de proyectar el problema a una malla més gruesa (digamos con
R = 2h y por lo tanto con la mitad de nodos, ver figura 9.13) y realizar una serie de iteraciones sobre
esta malla para obtener una correcciéon. Una vez obtenida ésta se interpola sobre la malla original y
se agrega al vector de iteracién. La idea es que la correccién va a ser tan buena como si hubiéramos
iterado sobre la malla original pero a un costo igual a la 1/2"¢ ya que la malla gruesa tiene la mitad
de nodos. Esta idea puede ser aplicar recursivamente, ya que al iterar en la malla gruesa va a volver
a ocurrir que despues de una serie de iteraciones va a quedar una fuerte componente del error en las
frecuencias bajas y estas las podemos corregir iterando sobre una malla h” = 2h/ = 4h y asi siguiendo.
De esta manera, multigrilla se basa en resolver el problema en una serie de mallas con paso de malla
h,2h,4h,...,2™h, haciendo una serie de iteraciones en la malla fina seguida de iteraciones sobre la
malla méas gruesa y asi siguiendo.

Descomposicion de dominios. Ver §9.4.1

Precondicionamiento Jacobi. Consiste en simplemente tomar M = (diag A)~!. Como la matriz
a invertir es diagonal el costo de invertirla es muy bajo (O(N) opeaciones). Este precondicionamiento
no aporta nada en situaciones donde los elementos de la diagonal son aproximadamente constantes
(precondicionar con un multiplo escalar de la identidad no puede nunca mejorar el nimero de condi-
ci6n). Esto ocurre por ejemplo para el Laplaciano (tanto en 1D como en mas dimensiones) cuando el
paso de la malla es constante. Cuando la malla no es homogénea (ver figura- 9.14) entonces el nimero
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Figura 9.14: Malla refinada hacia una esquina.

K(A) = O (( hiﬂ)j (9.304)

donde A, es el minimo h sobre toda la malla y entonces puede ser bastante peor que O(n?) donde n
es el nimero de elementos en una direccién caracteristica. Los elementos diagonales de A son oc h; 2 +
hy, 2 = O(min(hy, hy)~2) y puede verse que este precondicionamiento corrige el mal condicionamiento
producido por el refinamiento de manera que

de condicién es

r(diag(A)"1A) = O(n?) (9.305)

Factorizacién incompleta. Consideremos la factorizaciéon Cholesky A, A = BBT. Entonces este
precondicionamiento consiste en descartar elementos de B de manera de reducir su ancho de banda.
En la implementacion practica el descarte se va haciendo a medida de que se va factorizando la matriz,
basandose en el valor absoluto del elemento B;; que se esta evaluando y su distancia a la diagonal
|i — j|. Por supuesto se trata de descartar aquellos elementos que tienen un menor valor absoluto y
que se encuentran mas alejados de la diagonal.

Precondicionamiento polinomial. Consiste en encontrar un polinomio p(z) tal que M = p(A) ~
A~1. El criterio para construir el polinomio en cuestién es similar al utilizado para construir los polino-
mios residuales que permiten obtener la estimacién de convergencia (9.255) en base a los polinomios de
Tchebyshev. El costo de un tal precondicionmiento es evaluar Mx = p(A)x que involucra m productos
matriz-vector, donde m es el orden del polinomio de Tchebyshev. Como es usual en la evaluacién de
polinomios, se utiliza la forma anidada, también llamada de Hoérner, como en el siguiente script

y=0;
for k=0:m

y=p (k) *x+Axy;
end

donde (usando la notacién de Octave) p(z) = p1 2™ + pe 2™ 1 + ... + pmi1 ¥ los coeficientes p; estéan
almacenados en un vector de longitud m + 1. En la versién matrix free, el producto Ax estd definido
por medio de una rutina. Sea w=prodvec (x) la rutina que retorna w = Ax cuando se le pasa x entonces
el algoritmo se escribe como
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y=0;
for k=0:m

y=p (k) *x+prodvec(y) ;
end

9.2.6. Meétodos CGNR y CGNE

Si A es nosimétrica o no definida positiva, entonces podemos considerar resolver
(ATA)z = (ATb) (9.306)

en el cual aparece la matriz AT A que es simétrica y definida positiva si A es no singular. Notar que
en cada iteracién de GC sobre este sistema estamos minimizando

|o* =2l gry = (@* —2)T ATA(2* — ) (9.307)
= (b— Ax)T (b — Az) = ||r|3 (9.308)

de ahi el nombre de “Conjugate Gradient on the Normal Equations to minimize the Residual” (CGNR).
Otra posibilidad es hacer el cambio de variable = ATy y resolver

(AAT)y =0 (9.309)

para y. Una vez encontrado y,  se obtiene con una operacién matriz vector adicional x = ATy. La
norma que se minimiza es en este caso

ly* = yllaar =@ —y)" AAT (y* —y) (9.310)
= (ATy* — ATy)T (ATy* — ATy) (9.311)
= (" —2)T (2" —2) = ||z — =3 (9.312)

de ahi el nombre de “Conjugate Gradient on the Normal Equations to minimize the Error” (CGNE).
Observaciones

» En general ocurre que k(AT A) ~ 1(A)?, lo cual augura muy bajas tasas de convergencia si el
k(A) es grande.

= Se necesitan 2 productos matriz vector por iteracién

s En la versién matrix free hay que programar no sélo una rutina que calcule Az sino también una
que calcule ATz. Para problemas provenientes de discretizaciones por FEM o FDM de PDE’s,
esto puede resultar bastante complicado.

9.3. El método GMRES

9.3.1. La propiedad de minimizacién para GMRES y consecuencias

GMRES (por “Generalized Minimum RESidual” fue popuesto en 1986 por Y. Saad y m. Schulz
como un método iterativo por subespacios de Krylov para sustemas no-simétricos. En contraposicion
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con CGNR o CGNE no requiere el célculo de productos de AT con un vector, lo cual es una gran
ventaja en muchos casos. pero es necesario guardar una base de K lo cual requiere un costo de
almacenamiento adicional a medidad que la iteracién progresa.

La iteracién k-ésima (k> 1) es

xp = argmin ||b— Az|, (9.313)
r€xo+Kx

Notese que esta propiedad de minimizacién es muy similar con la de Gradientes Conjugados, con la
diferencia que en GC se aplica al funcional (9.181). Como aqui estamos contemplando la posibilidad
que A no sea simétrica o definida positiva, entonces no podemos tomar este funcional. Si consideramos
que minimizar ||b — A x|, es equivalente a minimizar ||b — A z||3 el cual contiene en la forma cuadratica
AT A, entonces vemos que GMRES es en parecido a CGNR, pero con la diferencia de que el espacio
de Krylov contiene span{rg, Arg, A%rg, ...}, no span{rg, AT Arg, (AT A)?rg,...}. Esta diferencia es muy
importante ya que es la que hace que la tasa de convergencia de GMRES c

con la salvedad de que con GMRES no debemos calcular productos A7 -vector pero en contraparte
debemos mantener una base del espacio de Krylov.

Como z € xg + K, puede ponerse de la forma

k—1
r=1x0+ Z’yj Al rg (9.314)
§=0
entonces
k—1 '
b—Ax :b—Axo—Z*yjA]Hro (9.315)
=0
k .
S Z’ijl Al g (9.316)
j=1
=p(A)rg (9.317)

donde p € P es un polinomio residual.
Teorema 3.1.1. Sea A no-singular y zj la k-ésima iteracion de GMRES. Entonces para todo
P € Pk
I7k]ly = min [[p(A) roll, < [[P(A) roll (9.318)
PEPs

Corolario 3.1.1. Sea A no-singular, entonces

1751l
170l

< [|pk(A)ll5 (9.319)

Teorema 3.1.2. Sea A no-singular. Entonces GMRES encuentra la solucién dentro de las N
iteraciones

Demostracién. Usar p(z) = p(z)/p(0), donde p(z) = det(A — zI) es el polinomio caracteristico.
O
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Para GC hemos usado el teorema espectral para encontrar estimaciones de la tasa de convergencia.
Esto no puede asumirse en general si A no es simétrica. Sin embargo podemos restringir el analisis al
caso de que A sea diagonalizable aunque los autovalores y autovectores pueden ser ahora comlejos.

Nota sobre la condicién de diagonalizabilidad de matrices. Recordemos que

= A es diagonalizable si A = VAV ™! con A diagonal. Cuando A es real y simétrica A es real y
podemos elegir a V' como real. Cuando A es no-simétrica tando A como V pueden ser complejos.

= En dlgebra compleja muchos conceptos pueden extenderse facilmente si reemplazamos la “tran-
puesta” de A por la “transpuesta conjugada” de A que denotaremos como A .

= El producto escalar de dos vectores pertenecientes a CV se define como xfy = 3"7_| (2)k(y)k-
» V es unitaria si VIV = I (es la extensién del concepto de matriz ortogonal a complejos).
» A es normal si es diagonalizable y si la matriz de cambio de base correspondiente V' es unitaria.

» Puede verse que si A conmuta con su transpuesta conjugada (es decir A# A = A A™) entonces
A es normal.

» Es obvio que si A es hermitica (simétrica en el caso real) entonces A es normal

Teorema 3.1.3. para todo p — k € Py

722 _
< k2(V) max |pg(Z 9.320)
lIToll ¥) zea(A)’ @)l (
Demostracion. Basta con ver que
k(A < VI [V, 18]l (9.321)
= ko(V) max |pr(Z)|O. (9.322)
z€o(A)
No estd claro como puede estimarse el ka(V), si existe. Si A es normal, entonces V' es unitaria,
preserva la norma y entonces ||V, = HV*1H2 =nre(V) =1
14
Vi, = max V2l (9.323)
w0 ||zl
H
— max vVt (V) (9.324)
a#0 Val x
H (VHY
— max Y V)@ (9.325)
270 Vot g
=1 (9.326)

y similarmente para V ~!. Por otra parte, si A se aproxima a una matriz no diagonalizable, entonces
kA() — oo. Esto puede verse con un ejemplo simple. La matriz

A= [ 8 (1) ] (9.327)
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es un bloque de Jordan y es claramente no diagonalizable. Perturbando ligeramente uno de los ele-
mentos diagonales de la forma

A= [ 8 1 ] (9.328)

con € muy pequeno la matriz pasa a ser diagonalizable, ya que tiene dos autovalores distintos (A = 1, ¢).
Sin embargo podemos ver que la matriz de cambio de base V' correspondiente tiene un numero de
condicién que crece como 2/e:

octave> a=[0 1;0 le-5]
a =
0.00000 1.00000
0.00000 0.00001
octave> [v,d]=eig(a)
v

.00000 1.00000
.00000 0.00001

O

0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e+00 1.0000e-05
octave> cond(v)
ans = 2.0000e+05
octave>

Ahora consideremos que ocurre si utilizamos una rutina numérica de diagonalizacién (como el
eig( ) de Octave) sobre una matriz que no es diagonalizable. Lo deseable seria que la rutina numérica
nos mostrara un mensaje de eror diciendo que la matriz no es diagonalizable. Sin embargo, debido a
los errores de redondeo, la matriz aparece ser como diagonalizable desde el punto de vista numérico y
entonces la forma efectiva de verificar “cudn diagonalizable es una matriz” es chequear k2(V'). Cuanto
mas grande es este nimero “menos diagonalizable” es la matriz.

octave>a=[0 1;0 0]
a =

o O
O =

octave> [v,d]l=eig(a)
v =

1.00000 -1.00000
0.00000  0.00000
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o O
o O

octave> cond(v)
ans = 1.9958e+292

Esto es similar a cuando nos preguntamos si una matriz es inversible o no. Si calculamos el de-
terminante de la matriz, por errores de redondeo este ntimero siempre resulta ser diferente de cero.
Ademés, la misma matriz multiplicada por una factor a < 1 tiene un determinante que es un factor a’¥
veces menor. Para matrices grandes (digamos N = 100) un pequeno factor 0.1 puede representar un
cambio en la magnitud del determinante por un factor 10719, Todo esto indica que el determinante
no es un buen indicador de “cuan singular es una matriz” y un andlisis més detallado muestra que el
indicador correcto es el nimero de condicién de la matriz: cuanto méas alto es el niimero de condicion
“mas singular es la matriz”.

Los siguientes Teoremas reproducen los resultados ya obtenidos para GC. Su demostracién se basa
nuevamente en la construcciéon de polinomios residuales apropiados que se anulan en los autovalores
de la matriz.

Teorema 3.1.4. Sia A tienen autovalores distintos entonces GMRES converge en k iteraciones.

Teorema 3.1.5. Si ry es una combinacién lineal de k autovectores de A entonces GMRES converge
dentro de las k iteraciones.

9.3.2. Criterio de detencidn:

Pensando a GMRES como un método iterativo las estimaciones de la tasa de convergencia son
similares a las de GC. Como en GC el criterio de detencion es

I7&[l5 < tol bl

Una estimacién bastante cruda de la tasa de convergencia se puede obtener asumiendo que existe
un w tal que ||[I —wAll, = p < 1. Tomando el polinomio de pi(z) = (1 — wz)* podemos obtener la
estimacién de convergencia

Ir&lly < " lIroll, (9-329)

Esta estimacion de convergencia tiene algunos puntos en comtun con las estimaciones de convergencia
que hemos obtenido para el método de Richardson. Notemos que bajoe estas mismas condiciones el
método de Richardson predice la misma tasa de convergencia. Sin embargo la diferencia fundamental
estd en que con GMRES no es necesario conocer el valor de w, de hecho, como (9.329) es valido
para cualquier w es valido para aquel que minimize ||I — wA||,, es decir que su convergencia es mejor
que la de Richardson sobre-relajado con el mejor valor del parametro de relajacién que pudiéramos
obtener, sin necesidad de conocer ningina norma ni estimacién de los autovalores de A. Por otra
parte, GMRES tiene en su contra que debe guardar la base del espacio de Krylov. Pero si hacemos la
estrategia del “restart” que veremos més adelante, segin la cual se realizan un cierto nimero m (bajo)
de iteraciones de GMRES y obtenido el z,, se vuelve a iterar GMRES de cero desde x,,, entonces
este GMRES con restart tendria una tasa de convergencia mejor que la mejor que podriamos obtener
con el mejor parametro de relajaciéon w, a un costo similar por iteracién y con un requerimiento de
capacidad de almacenamiento no demasiado alto.
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Como esta estimacion no depende de una diagonalizaciéon de A podriamos esperar que nos de
alguna estimacién de la convergencia en el caso en que A no es diagonalizable. Deafortunadamente,
puede verificarse que para un bloque de Jordan de la forma

A 1 0 ]
0 X 1 0
A= 0o X 1 ... (9.330)
0 . . 1
0 0 ... 0 X |

vale que ||I — wA||, > 1 para todo w, es decir que no hay w que haga convergente a Richardson y, a la
vez, nos permita obtener una estimacion de la tasa de convergencia para GMRES. Too esto haria pensar
que si la matriz no es diagonalizable (o “casi no diagonalizable’) entonces GMRES no convergerd. Pero
si la forma de Jordan de una Matriz incluye un pequeno bloque de Jordan de dimension k; y el resto
es diagonalizable, entonces basta con tomar polinomios residuales de la forma

kg

Pr(z) = [(Z 3 )\J)} Tty (2) (9.331)
J

para k > kjy, donde A\j es el autovalor correspondiente al bloque de Jordan y ¢ es un polinomio

apropiado para estimar una buena convergencia sobre el espectro de autovalores restantes. Por ejemplo,

si el resto de los autovalores es real y positivo, entonces podriamos usar los polinomios de Tchebyshev

usados para estimar la tasa de convergencia de GC.

9.3.3. Precondicionamiento

La forma de implementar el precondicionamiento en GMRES difiere con GC en cuanto a que para
GMRES no es necesario que el sistema precondicionado

(MA)z = (Mb) (9.332)

sea ni simétrico ni definido positivo. Entonces basta con encontrar un precondicionamiento M tal que
|I — MA||, <1y se resuelve directamente el sistema precondicionado. Debido a esto, la rutina de
GMRES no incluye nada en especial en cuanto al precondicionamiento, sino que directamente se pasa
Mb como miembro derecho, y la rutina que calcula el producto matriz vector retorna (M A) x en vez
de Azx.

Por otra parte se pueden usar precondicionadores por derecha y por izquierda. El precondiciona-
miento por izquierda es como fue expuesto en el parrafo anterior mientras que el precondicionamiento
po derecha consiste en encontrar un M tal que || — AM||, < 1y entonces hacer el cambio de variable
x = My, resolver con GMRES el sistema

(AM)y =b (9.333)

y finalmente, una vez encontrado y obtener x de x = My.
En cuanto a las ideas para desarrollar precondicionadores son similares a las utilizadas con GC.
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9.3.4. Implementacion basica de GMRES

Recordemos que xj se obtiene del problema de minimizacién (9.313). Sea Vi una matriz que
contiene los vectores que expanden Kj es decir

Vi, = [7«0 Arg ... A’Hro] (9.334)
Entonces x — g es una combinacién lineal de las columnas de V, es decir
t—z—0=Vy, yelRF (9.335)

Entonces y debe ser tal que minimize

b — A(zo + Viy)lly = [Iro — AViyll, (9.336)
Sea ahora
By, = AV}, = [Aro A%y ... AP (9.337)
entonces el cuadrado de la norma se escribe como
lro = Bayll, = (ro — Byy)" (ro — Byy) (9.338)
=rgro—2rg By+y" (B"B)y (9.339)
que alcanza su minimo cuando
—Bl'ro+ (BIBy)y=0 (9.340)
lo cual ocurre cuando
y = (BiBr) ' B{ro (9.341)

Esto puede implementarse en Octave con el comando
y=(B?*B)\B*r0

pero aun méas simplemente
y=B\r0

hace lo mismo ya que para matrices rectangulares el operador \ se interpreta como resolver el sistema
de minimos cuadrados asociado.
En cuanto a la implementacién practica, notemos que el vector

a =Bl (9.342)
To A?“()
To A2 To Qr—1
= S = [ ro AF 7o ] (9.343)
To Ak To
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de donde vemos que en cada iteracién solo necesitamos calcular el tltimo elemento del vector, lo cual
involucra O(N) operaciones. Algo similar ocurre con el cdlculo de la matriz Hy, = Bl By a invertir.

H, =DBIB (9.344)
BT
= [ (Akkr_ol)T ] {kal Ak?”o} (9.345)
B Hy_4 BE | Akrg
= o g OB A (8.346)

con lo cual sélo es necesario calcular la ultima columna y el elemento diagonal. La ltima fila es igual
a la transpuesta de la tltima columna ya que Hj es simétrica y definida positiva por construccion. El
célculo de esta tultima columna requiere de O(kN) operaciones. Finalmente la inversién del sistema
cuya matriz es Hy requiere O(k®) operaciones. Mientras mantengamos k < N (més estrictamente es
k? < N) este costo es despreciable contra las kY operaciones.

9.3.5. Implementacién en una base ortogonal

En la practica es muy comun ir cosntruyendo una base ortogonal de K mediante el proceso de
ortogonalizacién de Gram-Schmidt. El algoritmo es el siguiente

1. ro = b— Aa}(), v = To/ HTOHQ

2. Parai=1,...,k—1
w = Av; — 35 ((Avi)Tv)) v
viy1 = wi/ |lwill

Si en algin 7 sucede que w = 0 entonces decimos que el algoritmo falla o colapsa ( “breakdown”).
Asumiendo que los 7o, Arg, ..., A¥"1rg son linealmente independientes (o sea que: dim Ky, = k), en-
tonces podemos que

» El algoritmo no falla.
» Los {v;}F_, asf generados forman una base ortogonal de Kj.
v v = ag AR Mg 4wy, con wy, € Ky y ag # 0.

Esto se puede demostrar por induccién en i. Para ¢ = 1 es obvio, ya que v; es igual a ry normalizado.
Para demostrarlo para i + 1, observemos que w es otogonal a todos los v; para j <1

% 7

of Avi =Y ((Av)To)v)  =o] Avi—> (Av))Tw) 6 (9.347)
1=1 =1
= va Av; — (Avy)Tw)) (9.348)
=0 (9.349)
Ahora bien Av; pertenece a KC; 11 y los vy paral =1,...,7 pertenecen a /C;. Si w # 0 entonces podemos

normalizar w apra obtener v; 1y {vl}gg es un conjunto de vectores ortonormales en C;11. Como ;=1
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es de dimension a lo sumo i + 1, v;41 y {vl}fg es una base ortogonal. Sélo falta demostrar entonces
que bajo las hipdtesis asumida el algoritmo no falla.
Ahora bien, por induccién podemos asumir que

Av; = o A'rg + Aw; (9.350)

Pero si el algoritmo falla, entonces quiere decir que Av; es una combinacién lineal de los {v;}l =1"y
eso implicaria que A’ry es una combinacién lineal de los mismos e indicaria que los {A7 _17‘0};:1 son
linealmente dependientes.

Colapso de GMRES (Breakdown)

Puede ocurrir que w = 0 para algin 7, en cuyo caso (por lo visto en el parrafo anterior) indicaria
que {AJ _1r0}§-:1 son linealmente dependientes. Podemos ver que esto ocurre si * — zg € K.

Lemma 3.4.1. Si w;; = 0 entonces z* = A~'b € K;

Demostracién. Si w = 0 para algun i entonces eso implica

J
Av; = Zaj v € K; (9351)
=1

Por construcciéon Av; € K; para j < 4, con lo que resulta que AK; C K;. Pero como
Vi=[v1v2 ... v)i] (9.352)

es una base de IC; entonces
AV, =V,H (9.353)

para una cierta matriz H de ¢ x i. La columna j-ésima de H son los coeficientes de la expansién de
Avj en término de los {v; }gill . H es no singular ya que A no lo es. Efeectivamente si z #= 0, z € IR’
es tal que Hz = 0, entonces V;z es un vector no nulo y

A(Viz)=V;Hz=0 (9.354)
Consideremos ahora el residuo en la i-ésima iteracién
r, = b— AZL’i =70 — A(:EZ — ZC()) = VZ (9.355)

con y € IR! ya que z; — xg € K;. Ademads ry por construccién es proporcional a v; la primera columna
de V; lo cual puede escribirse como

ro = BVier (9.356)
con el =[10 ... 0]. Como V; es ortogonal, preserva la norma
Irall; = [IVi (Ber — Hy)|3 (9.357)
= (Be1 — Hy)" Vi Vi(Ber — Hy) (9.358)
= [[(Bex — Hy); (9-359)

Pero basta con tomar y = 3H 'e; para el cual ||r;|l, = 0 y GMRES ha convergido.
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9.3.6. El algoritmo de Gram-Schmidt modificado

Uno de los principales problemas de GMRES es que por errores de redondeo se va perdiendo la
ortogonalidad de los vectores v;, por lo cual debe prestarse especial atencién al proceso de ortogonali-
zacion. Una primera observacién es que la siguiente versién modificada del proceso de ortogonalizacién
de Gram-Schmidt resulta ser mucho méas estable ante errores de redondeo

Vg1 = Avy,
forj=1,...,k
T
Uk+1 = Vk4+1 — (UkHUj)Uj

9.3.7. Implementacion eficiente

La matriz H que contiene los coeficientes que expanden Av; en término de los v; tiene una estructura
particular que permite una implementacién mas eficiente del algoritmo. Consideremos la expresién

i
-1
vigr = lwiallz " (Avi =Y ajvy) (9.360)
=1
Esto quiere decir que Av; es una combinacién lineal de los {v; ;ill Como la columna j-ésima de Hy,

son los coeficientes de la expansién de Av; en término de los {vl}{:ll
AV, = Vi Hy, (9.361)

vemos los hy; deben ser de la forma h;; = 0 para [ > j + 1. Es decir

[ hi1 Rz has
H,=| 0 hs hss ... (9.362)
0 0  hgs ...

Este tipo de matriz se llama Hessenberg superior (upper Hessenberg).
El residuo se puede escribir como

Tk =b— Az, =19 — Az — 20) (9.363)
= Vier1(Ber — Hyy) (9.364)

y como Vj, es ortogonal
Irelly = |[Ber = i, (9.365)

Para resolver este problema se recurre a una estrategia similar a la anterior. Es decir, en Octave
y=betaxH\el si usamos la solucién por minimos cuadrados interna de Octave, o y=beta* (H’*H) \Hx*el
si lo resolvemos explicitamente. Finalmente, existen algoritmos especiales que permiten factorizar la
matriz con un algoritmo QR en forma mas eficiente usando la estructura Hessenberg superior de Hy.

Independientemente de la implementacién de la resolucién del problema de cuadrados minimos, el
algoritmo de GMRES es
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Algoritmo gmresb(x, b, A, €, kmax, p)
Lr=b—Az, v =r/|rlly, p=lrly 8=p k=0
2. While p > €[b]|5 ¥ k < Emax

(a) k=k+1
(b) vg11 = Avg. Para j =1,...k
(i) hjr = vl?—i—l” —J
(i) ve41 = Vi1 — hjr v
(€) Ptk = llvilly
(d) vkt1 = ves1/ [Vl
(e)e;=[100 ... 07T
Y = argmin, pr Hﬁel — Hkka2
(£) p=|[|Ber — Hey*|,
3. x = l‘o—l—kak

9.3.8. Estrategias de reortogonalizacion

Se puede perder ortogonalidad por errores de redondeo. Una solucién es hacer un segundo paso de
ortogonalizacién sea entodas las iyeraciones, sea cuando algin indicador de pérdida de ortogonalidad
se activa.

9.3.9. Restart

Como debemos almacenar una base para K esto requiere kN reales lo cual va creciendo con k y
eventualmente excede la memoria de la maquina. Entonces la idea es iterar GMRES m iteraciones y
empezar de nuevo a partir de la tltima iteracién, es decir aplicar GMRES inicializando con xg < x,.
El siguiente algoritmo gmresm refleja esto,

Algoritmo gmresm(z, b, A, €, kyax, m, p)
1. gmres(x,b, A, e, m, p)
2.k=m
3. While p > € [blly ¥ & < kmax
(a) gmres(x,b, A, e,m, p)
(b) k=k+m

9.3.10. Otros métodos para matrices no-simétricas

GMRES, CGNE y CGNR comparten las siguientes (buenas) caracteristicas
= Son faciles de implementar
= Se analizan con residuos polinomiales

Por otra parte los CGN* tienen la desventaja de que necesitan un producto A” z y su tasa de con-
vergencia estd regida por k(AT A) ~ k(A)?, mientras que GMRES s6lo necesita calcular Az y la
convergencia estd basada en k(A), pero es necesario guardar una base de K, lo cual representa una
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capacidad de almacenamiento que va creciendo con las iteraciones. Como esto es virtualmente im-
posible para grandes sistemas desde el punto de vista préactico se utiliza el GMRESm, lo cual puede
involucrar un serio deterioro de la convergencia.

El método ideal deberia ser como CG:

= S6lo necesitar calcular Az (no AT x)

= Estar basado en una propiedad de minimizacién o conjugacién

» Requerir baja capacidad de almacenamiento. (Sobre todo que no crezca con las iteraciones).
s Converger en N iteraciones.

En esta seccién describiremos algunos métodos que tratan de aproximarse a estos requerimientos con
menor o mayor éxito.
Bi-CG: (por Biconjugate Gradient Squared) No se basa en una propiedad de minimizacién sino
de ortogonalidad
rfw =0, paratodo w € Ky (9.366)

donde i,
Ky = span{rg, AT #, ..., (AT)F=1ig) (9.367)

es el espacio de Krylov conjugado. 7y es un vector que debe ser provisto por el usuario, pero lo mas
usual es tomar 7p = 7. El algoritmo genera secuencias de residuos y direcciones de busqueda {7, px}
y sus correspondientes conjugados {7y, px} tales que hay biortogonalidad entre los residuos

=0, k#I (9.368)
y de bi-conjugacion entre las direcciones de busqueda
PEAp =0, k#I (9.369)

Si A es simétrica y definida positiva y 79 = rg, entonces Bi-CG es equivalente a GC (pero computa
todo el doble, es decir que tiene el doble de costo por iteracién). Bi-CG necesita un calculo AT z, pero
la ventaja con respecto a los CGN* es que su tasa de convergencia estd basada en x(A) no en k(AT A).
Es muy til si A es aproximadamente spd, es decir si los autovalores de A estan cerca de la recta real.
Podemos comparar Bi-CG con GMRES en cuanto a la tasa de convergencia si consideramos que

resulta ser que
rE = ﬁk(A) /) (9.370)

con pr un polinomio residual, y entonces por la propiedad de minimizacién de GMRES
() SHEE ], < )P (9.371)

pero debe recordarse que Bi-CG comparado con GMRES no necesita un espacio de almacenamiento
creciente. Ademéas una iteraciéon de Bi-CG requiere dos productos matriz vector, pero el costo de
GMRES también crece con las iteraciones.
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CGS (por Conjugate Gradient Squared). Este método trata de ser una extensién de Bi-CG pero
tal que no necesita calcular A”z. Puede verse que en la iteracién k

re = Pr(A)ro, & = Dr(AT) fo (9.372)

entonces el factor r] 7 (que juega el papel de py en GC, (ver el algoritmo cg(...) en pag. 266),
puede reescribirse de la forma

it = (r(A)r0)" (Px(AT) Fo) (9.373)
= ([pe(A)]* r0)" 7 (9.374)

en el cual no es necesario calcular A” z. Con manipulaciones similares se puede llegar a transformar
todos las expresiones donde aparece AT, pero el algoritmo resulta modificado, es decir las iteraciones
de Bi-CG no son las mismas que para CGS.

Bi-CGstab (por Biconjugate Gradient Squared stabilized). Trata de mejorar CGS reemplazando

e = q(k) pck) ro (9.375)
donde
k
a(z) = [J(1 = wiz) (9.376)
i=1
donde w; se selecciona para minimizar
I7illy = lla:(A) pi(A) roll, (9.377)
como funcién de wj, esto es usualmente conocido como line-searching. Sea
k
ri = (1-wd) H(1 —w;z) pi(A) o (9.378)
i=1
— (- wid)w (9.379)
=w—wAw (9.380)
(9.381)
de manera que
Irills = (w—wiAdw)T (w — w;Aw) (9.382)
= |lw|)3 — 2w; wT Aw + w?(Aw)T Aw (9.383)
y el valor que minimiza es
T(A
i = M (9.384)
[ Awl[3

Bi-CGstab entonces no necesita del calculo de AT2 como CGS pero tiende a tener una tasa de con-
vergencia mejor. El costo computacional involucrado por iteracion es

= Almacenamiento para 7 vectores
= 4 productos escalares

» 2 productos matriz-vector (Ax)
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Figura 9.15: Descomposiciéon de dominios

9.3.11. Guia Nro 3. GMRES

Consideremos la ec. de adveccion-difusion

k¢ — ad' =0 (9.385)
$(0) =0 (9.386)
p(1) =1 (9.387)

donde
s ¢ = temperatura del fluido
s k = conductividad térmica del fluido
» a = velocidad del fluido (puede ser positiva o negativa)

La solucién exacta es

e2Pex -1
donde I
a
Pe = — 9.389
T % (9.389)

Aqui L = 1. En la figura 9.16 vemos Para a — 0 el problema se acerca a la ec. de Laplace y
la solucién tiende a ser una recta que une los valores de contorno, mientras que para Pe grandes y
positivos el fluido va en la direccién 4z y arrastra el valor de la condiciéon aguas arriba una cierta
longitud hasta que a una distancia pequena ¢ sube rdpidamente para tomar el valor dado por la
condiciéon en z = 1.

La discretizaciéon numérica pasa por reemplazar las derivadas por diferencias numéricas

7~ (dj41 = 20 + bj-1) /W (9.390)
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Figura 9.16: Solucién para el problema de adveccion difusion, en los limites dominado por difusién y
por adveccién

8, ~= (dy01 — 65-1)/(2h) (9.391)
Lamentablemente, esta discretizacién falla cuando el Pe > 1, en el sentido de que produce fuertes
oscilaciones numéricas. La solucion usual es agregar una cierta cantidad de difusién numérica, es decir
que se modifica la ecuacion original a

(k + knum) QZ)H - CL(;S/ =0 (9.392)
donde
k —(ahy2) [ L (9.393)
mum =G Pey,  tanh(Pep) '
ah
Po, =) (9.304)

Realizar las siguientes tareas:
1. Calcular la matriz para Pep = 0.01, 1 y 100
2. Calcular los autovalores. Ver la distribucién en el plano complejo.

3. Verificar que la matriz no es simétrica. Ver que la parte correspondiente a ¢ es simétrica mientras
que la que corresponde a ¢’ es antisimétrica.

4. Ver a que tiende la matriz para k — 0. Es diagonalizable?
5. Resolver por GMRES y CGNE.

6. Pensar como se podria hacer para calcular AT 2 sin construir A.
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9.4. Descomposicion de dominios.

Consideremos la soluciéon de una ecuacién en derivadas parciales en un dominio como muestra
la figura 9.15. Descomponemos el problema en dos dominios de manera que podemos separar las
incégnitas en x en tres grupos, aquellos que estén estrictamente contenidos en el dominio de la izquierda
x1, los estricatamente contenidos en el dominio de la derecha x3 y los que estdn sobre la interfase .
La ecuacion se descompone en bloques de la siguiente forma

A A 0O 1 b1
Ag1 Agp Ass Ty | = | b2 (9.395)
0 Az Ass x3 b3

La descomposicion en bloques refleja el hecho de que como los grados de libertad contenidos en x
y 3 no estan compartidos por ningin elemento, los bloques correspondientes A1 y As; son nulos.
Podemos eliminar z1 y x3 de la primera y tltima linea de ecuaciones y obtener una ecuacion para los
grados de libertad de interfase x2

(— Aoz Azl Ao + Agy — Agy AT Ava)ag = B (9.396)
Sxy =t (9.397)

Ahora consideremos resolver este sistema por GC. En cada iteracién debemos calcular el producto
de la matriz entre paréntesis por un vector xo. Para los términos primero y tercero de la matriz es
necesario factorizar y resolver un sistema lineal con las matrices Ass y A11. Esto corresponde a resolver
problemas independientes sobre cada uno de los dominios con condiciones Dirichlet sobre la interfase,
por lo tanto estos problemas pueden ser resueltos en procesadores independientes lo cual implica un
alto grado de paralelizacién del problema. Esto se puede extender a mas procesadores, y en el limite
podemos lograr que en cada procesador se resuelva un sistema lineal lo suficientemente pequefio como
para ser resuelto en forma directa. La eficiencia del método puede ser mejorada atin més encontrando
un buen precondicionamiento.

Si separamos la matriz S que aparece en el sistema (9.397) en la contribucién por el dominio de
la izquierda Sy, y de la derecha Sg

S =Sr+ 5L (9.398)
SL = (1/2)As — A Aj A (9.399)
Skr = *A23A531A32 + (1/2)A22 (9400)

Entonces podemos poner como precondicionamiento
M = (1/4) (S;* + Sz1) (9.401)

Es M un buen precondicionamiento? O mejor dicho: Porqué habria M de parecerse a S~!? Bien, si el
operador es simétrico (el laplaciano lo es) y los dominios son iguales y la malla es simétrica, entonces
puede verse que Sy, = Sk v entonces M y S~! coinciden

M=S"1=(1/2)s;" (9.402)
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Figura 9.17: Descomposiciéon de dominios. Problema del continuo.

Por otra parte resolver x = My es equivalente a resolver

2wt [ ] - Tam] 103
/ [ (1/2;422 ﬁii ] [ x;f ] - [ (1/5“’ ] (9.404)
y después r = (1/2)(war + T2R) (9.405)

y el punto es que ambos sistemas (9.403) y (9.404) equivale a resolver problemas independientes con
condiciones tipo Neumann sobre la interfase. De nuevo, el hecho de que ambos problemas sobre cada
dominio sean independientes favorece la paralelizacién del algoritmo.

9.4.1. Condicionamiento del problema de interfase. Analisis de Fourier.

Obviamente la aplicabilidad de la descomposicién de dominios descripta depende del ntimero de
iteraciones necesarias para resolver el problema de interfase y por lo tanto del nimero de condicion
de la matriz complemento de Schur S o de su precondicionada M.S. Para hacer una estimacion de
estos nimeros de condiciéon nos basaremos en un andlisis de Fourier del problema del continuo para
la ecuacién de Laplace. Las ecuaciones de gobierno son

Ap=—fenQ (9.406)
¢p=c¢enl (9.407)
(9.408)
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Consideremos la solucion en dos dominios §21, {25. La restriccion de ¢ a cada uno de los dominios debe
satisfacer

Ay =—fen (9.409)
¢1=¢1en T (9.410)
(9.411)
y
Agy = —f en Qy (9.412)
¢2 = ¢ en I'y (9.413)
(9.414)

y la continuidad de ¢ y su derivada normal a través de I'y

(o), = (2)r, (9.415)
(), - (5),, 019

Ahora consideremos una descomposiciéon ¢ = ¢ + ¢, de manera que 1) = 0 en I'y, es decir

A’l,bl = —f en Ql (9417)
Y1 =11 en T (9.418)
Y1 =0enTy (9.419)
y
A’lﬂg = —f en QQ (9420)
P2 = ¢a en Ty (9.421)
Yo =0enTIy (9.422)
y por lo tanto falta hallar ¢ definido por
AQEI =0en Ql
é1=0en Ty
p1=uenl; (9.423)
y
AQEQ =0en QQ
by =0en Ty
¢2=uenl; (9.424)
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donde u es una incognita del problema y debe ser tal que

(%’il) _ <3;i2> Sy (9.425)
r, r;
{3, ()

Definimos ahora el operador de Stekhlov-Poincaré Sy del dominio €2; como

0P O

on  Ox

donde

Si{u} = (9.427)
donde % denota la derivada normal tomando la normal exterior al dominio en cuestion, que para el
dominio €; coincide con la direccién de 4z, y ¢ es la solucién de (9.423), para el correspondiente u.
Andlogamente se puede definir Sy por

Opy 0o

Sluf =5 =%

(9.428)

donde ¢2 estd definido en funcién de u por (9.424) y el signo — viene de que la normal exterior a
sobre I'; va ahora segun la direccion —z . Entonces

S{u} =g (9.429)

donde § = &7 + Ss.

Ec. (9.429) es la version del continuo de (9.397). Calcularemos el niimero de condicién de S a partir
del célculo de autovalores de S.

Cada uno de los operadores de Stekhlov-Poincaré actiia sobre el espacio de funciones definidas
sobre I';. Podemos mostrar que las funciones de la forma

U = sin(kpy), km =mn/L, m=1,2,...,00 (9.430)

son autofunciones de estos operadores. La solucién ¢1 que es solucién de (9.423) correspondiente a
u = Uy, es de la forma

b1 = ¢(x) sin(kmy), (9.431)
Reemplazando en las ecuaciones que definen (9.423), la primera de las ecuaciones resulta ser
¥ — k20 =0 (9.432)
de donde R
b(z) = aefmy 4 beFmy (9.433)

y de las condiciones de contorno en x = 0, L; resulta ser

A sinh k,,,y
$(@) = L (9.434)
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la derivada normal en I'; es entonces

% B coshky, Ly km
on  Msinhk,,L; tanhk,,L;

(9.435)

de manera que

K

Vemos entonces, que u,, es una autofuncién de S; con autovalor

k
A= A4
™ tanh ky, Ly (9-437)
Anidlogamente, el operador S tiene autovalores
k
Ay = —— 9.438
™ tanhk,, L9 ( )

El operador S tiene autovalores

1 1
Am = km A4
(tanh km Ly + tanh k:mL2> (9-439)

Ahora bien, dijimos que estimariamos el nimero de condicién de la matriz S a partir de los autovalores
de S. En el continuo S tiene infinitos autovalores y los A, van a infinito para m — oo, de manera que
el niimero de condicién de S va a infinito. Obtendremos una estimacién para el nimero de condicién
de S asumiendo que los autovalores de S se aproximan a los primeros N; autovalores de S, donde Ny
es la dimensién de S. El autovalor més bajo es

s 1 1
Amin = AL = 7 <tanh(L1 /L) T tanh(Ls /L)) (9.440)

si Ly = Ly = L/2, entonces

T 2 136
L tanh(1/2) L
El autovalor maximo se obtiene para m = Njy asumiendo que Ny > 1y Ly/L, Ly/L no son demasiado
pequenos, entonces k,, L1 = NywLi/L > 1y tanhk,,L; ~ 1 y similarmente tanh k,,Ly ~ 1 y por lo
tanto

(9.441)

)\min =

Amax = 2km = 2Ny /L (9.442)

y el nimero de condicién es

k(S) ~ tanh(1/2) Ny = 0.46 N; (9.443)

Notar que x(S) va como 1/h al refinar, mientras que recordemos que el niimero de condicién de A (la
matriz del sistema) va como 1/h? (Guia de ejercicios Nro. 1).

Otro punto interesante a notar es que, para m — oo los autovalores tienden a hacerse indepen-
dientes de las longitudes de los dominios en la direccién normal a la interfase. Por ejemplo, para los
autovalores A\ de Si, L1 aparece en el argumento de la tangente hiperbdlica y esta tiende a 1 para
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m — o0, independientemente del valor de L;. Incluso puede verse que para m — oo los autovalores se
hacen independientes del tipo de condicién de contorno sobre el borde opuesto (es decir sobre x = 0).
Esta observacion se basa en el hecho de que el operador de Laplace es muy local. Si u es de la forma
sinmmy/L sobre I'7, entonces la longitud de onda es § = 2L/m la cual se va achicando a medida que
m — oo. Las perturbaciones inducidas decaen como e~"/# donde n es una coordenada en la direccién
normal a I'; y si § es muy pequenio la perturbacién no llega al contorno opuesto.

Ahora consideremos los autovalores del problema precondicionado. Como todos las u,, de la forma
(9.430) son autofunciones de los operadores S, So y S, entonces los autovalores de M.S son aproxi-
madamente los primeros N autovalores de (1/4)(S; " 4+ Sy 1)(S1 + S2), es decir

AR = (1/4) [(A) ™+ (0D T (g, + A7) (9.444)

Como mencionamos previamente (ver pag. 290), si el problema es simétrico (en el caso del continuo
basta con L1 = Lo, en el caso del discreto ademas la malla también tiene que ser simétrica alrededor
de z = 1/2), entonces M = S~!. En el caso del continuo ocurre lo mismo ya que si los dos dominios
son iguales, entonces

A =2 (9.445)

y por lo tanto Ah,°° = 1 para todo m. Si L1 # Ls, entonces puede verse que para m grandes A\; &~ Mg
ya que ambos se hacen independientes de L1 2 y de la condicién de contorno en el contorno opuesto y
por lo tanto

APY¢ — 1 para m — oo (9.446)

m

Pero entonces esto quiere decir que k(MS) se hace independiente de N para m suficientemente
grandes. Este resultado es muy importante desde el punto de vista practico, el niimero de condicion
del problema precondicionado no se deteriora bajo refinamiento para el precondicionamiento Dirichlet-
to-Neumann.
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9.5.

Guia de Trabajos Practicos

. Generar aleatoriamente una matriz simétrica y positiva definida A y un miembro derecho b con

n=5; c=1;

a=rand(n);

a=(a+a’);

a=expm(c*a) ;

b=rand(n,1);

Porqué es esta matriz spd?

Determinar para qué valores del pardmetro de relajacién w el esquema de Richardson es conver-
gente. Determinar la tasa de convergencia.

Tpr1 = o) +w (b— Axy) (9.447)

. Observar el comportamiento de una componente dada en funcién de las iteraciones (Graficar

curvas de (zk); en funcién de k. Que se observa para w = wpt? Explicar.
Ecuacion de Poisson 1D: Consideremos la ecuacién de Poisson 1-dimensional en un dominio
0 <z < 1 con condiciones Dirichlet en x = 0, 1:

¢ =—f (9.448)

Consideramos una discretizacién por diferencias finitas de paso constante h = 1/N. Los nodos
son z; = jh, 7 =0,...,N y las ecuaciones para los nodos interiores 1 < j < N — 1 son

W2 (=¢j1 + 205 — ¢j-1) = fj (9.449)

¢o v ¢n son datos dados por las condiciones de contorno Dirichlet. El sistema puede ponerse de
la forma Az = b con

0 -1 2 -1 h
A=h"? o , b= : (9.450)

-1 2 -1 In

a) Verificar que A es simétrica y definida positiva.
b) Calcular los autovalores de A y el nimero de condicién de A, para N = 10, 30, 100.

¢) Verificar que el nimero de condicién de A se comporta de la forma cond(A4) ~ N% = 1/h?,
al refinar.

) Graficar las autofunciones de A para los autovalores méas bajos y para los més altos.
) Verificar cuén buena es la aproximacion de || A al radio espectral de A.
f ) Efectuar experimentos numéricos con w = Wopt s 0.7w0pt, etc... como antes.

Evaluar las tasas de convergencia en forma experimental y tedrica.
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5. Ecuacion de Laplace 2-dimensional: Lo mismo que en el ejercicio anterior pero en 2D en
el dominio 0 < z,y < 1 con condiciones dirichlet homogéneas en todo el contorno y f = 1.
Una ventaja de los métodos iterativos es que no es necesario armar la matriz del sistema. En
efecto, sélo necesitamos poder calcular el residuo 7 a partir del vector de estado xzj. Estudiar
la implementacién que se provee a través del script poisson.m que llama sucesivamente a la
funcién laplacian.m. En poisson.m el vector de estado es de tamafio (N — 1)? donde hemos
puesto todos los valores de ¢ encolumnados. La funcién laplacian(phi) calcula el laplaciano
del vector de iteracion ¢. El laplaciano es calculado convirtiendo primero el vector de entrada a
una matriz cuadrada de (N — 1) x (N — 1) y despues se evalia la aproximacién estandar de 5
puntos al laplaciano

(Ag)ij = h_2(¢i,j+1 + ¢ij1+ biy1j + im1j — 4dij) (9.451)

a) Estimar el autovalor maximo con la norma 1 de A.

b) Efectuar experimentos numéricos con varios valores de w. Evaluar tasas de convergencia en
forma experimental.

6. Analogia entre el método de Richardson relajado y la solucién seudo-temporal.

Consideremos el sistema ODE’s p
CT:tU = Az +b (9.452)

Entonces si A tiene autovalores con parte real positiva, la solucién z(t) tiende a la la solucién de
Ax = b para t — co. Entonces podemos generar métodos iterativos integrando este sistema en
forma numérica. Consigna: Demostrar que aplicar el método de forward Euler a esta ecuacion
(dzx/dt =~ (xp+1 — zx)/ L) equivale al método de Richardson, donde el paso de tiempo equivale
al factor de relajacién w.

7. Sif(x) es una forma cuadrética f(z) = 327 Az — bz + ¢, donde A es una matriz en R™", z y b
son vectores en R™ y ¢ es un escalar constate. Calcular f/(x). Mostrar que si A es spd, f(z) es
minimizada por la solucién de Az = b.

8. Para el Método de Steepest Descent demostrar que si el error e; en la iteracién i es un autovalor
de la matriz A cuyo autovalor es A, se convergera a la solucién exacta en la préxima iteracion,
ie,t+ 1.

9. Dar una interpretacién geométrica del ejercicio anterior y decir cuanto tiene que valer « (la long
del paso en la direccién de bisqueda) para obtener convergencia inmediata.

10. GC como método directo.
Resolver la ecuacién de Poisson

Ap =—f, en Q={z,y/0<z,y <1} (9.453)
) =0, en 00 (9.454)

con una grilla de diferencias finitas de (N + 1) x (N 4+ 1) puntos. Usar N = 4,6,8 y 10 y
ver en cuantas iteraciones converge a precision de maquina. Calcular los autovalores de A y
ver cuantos distintos hay. Inicializar con x0=rand(n,1) y ver en cuantas iteraciones converge.
Porqué?. Puede usar las rutinas de Octave provistas por la catedra.
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11. GC como método iterativo.

Idem que el ej. anterior pero ahora para N = 100. (No tratar de construir la matriz! La matriz
llena ocupa 800Mbytes y la banda 8Mbytes). Graficar la curva de convergencia y comparar el n
experimental con el teérico (basado en una estimacién del nimero de condicién de la matriz).
Comparar la convergencia con el método de Richardson (con w = wgpy), en niimeros de iteraciones
y en tiempo de CPU. Puede usar las rutinas de Octave provistas por la catedra.

12. Resolver el punto anterior en el cluster en forma secuencial usando las rutinas de PETSc pro-
vistas, con y sin precondicionamiento de Jacobi (point Jacobi). Sacar conclusiones acerca de los
resultados obtenidos en relacién a los resultados de los puntos anteriores.

13. Resolver los puntos anteriores en el cluster usando 4 procesadores, con y sin precondicionamiento
de Jacobi (point Jacobi). Sacar conclusiones acerca de los resultados obtenidos en relacién a los
resultados de los puntos anteriores.

14. Verificar la escalabilidad del Método CG (con prec. point Jacobi) para el problema de Poisson
usando una grilla de 100 - | /Mproc X 100 - | /Mproc. Es decir el comportamiento de la cantidad de
iteraciones de CG para bajar el residuo un cierto orden de magnitud (por ejemplo 5 érdenes)
en funcion de la cantidad de procesadores cuando el problema crece en la misma proporcién al
ntimero de procesadores nproc. Sacar conclusiones acerca de la escalabilidad del algoritmo.
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Capitulo 10

Flujo incompresible

10.1. Definicién de flujo incompresible

Un flujo incompresible es dquel donde el fluido no se comprime, como es tipicamente el caso de los
liquidos, pero también puede pasar que bajo ciertas condiciones un fluido que es compresible (como
los gases en general) no manifiesta efectos de compresibilidad para un patrén o régimen de flujo en
particular. En ese caso se le asigna a la propiedad de flujo compresible o incompresible al patrén de
flujo. Para los fluidos compresibles, puede demostrarse que los efectos compresibles van con el n’umero
de Mach al cuadrado, es decir que la variacién relativa de la densidad

A
2P~ o) (10.1)
P
donde u
M=— (10.2)
C

es el numero de Mach, u es la velocidad del fluido y ¢ es la velocidad del sonido. Podemos decir
entonces que el flujo es compresible si el niimero de Mach es menor que un cierto valor, digamos 0.1.
Por ejemplo, un auto a 100 Km/h en atmésfera estandar posee un Mach de approx. 0.1, con lo cual
en esas condiciones podemos considerar que el flujo es incompresible.

Es de notar que si las variaciones de densidad son provocadas por otros efectos que no sean
la presién mecédnica como la dilatacién térmica, expansion solutal (p.ej. salinidad), etc... entonces
el patréon de flujo puede considerarse (con respecto a los efectos sobre los algoritmos numéricos)
incompresible, atn si la densidad resulta no ser constante ni espacialmente ni en el tiempo. El término
compresible /incompresible se aplica a las variaciones de densidad producidad exclusivamente por efecto
de la presion.

Si bien en principio uno podria pensar que la incompresibilidad es una ventaja, ya que permite
eliminar (en muchos casos) una variable (la densidad), desde el punto de vista numérico suele traer
mas problemas que soluciones.
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10.2. Ecuaciones de Navier-Stokes incompresible

Las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles son

Ju 1
N +(u-Viju= —;Vp +vAu (10.3)
V-u=0 (10.4)

La primera es la “ecuacion de momento”, mientras que la segunda es la “ecuaciéon de continuidad”
o “balance de masa”. Es importante notar que en el limite de “flujo reptante” o “flujo de Stokes”
(es decir, despreciando el término convectivo), las ecuaciones resultantes son exactamente iguales a
las de elasticidad lineal incompresible isotrépica, si reemplazamos el vector de velocidad por el de
desplazamiento y la viscosidad por el mdédulo de elasticidad.

Las siguientes observaciones nos permiten adelantar el problema ocasionado por la incompresibi-
lidad:

= La condicién de incompresibilidad no tiene un término temporal: Esto quiere decir
que “la presion no tiene historia”. El estado del fluido sélo sta dado por la velocidad. También
podemos decir que la ecuacién de continuidad aparece como una restriccién, méas que como una
ecuacién de evolucién. La presion, pasa a ser el multiplicador de Lagrange asociado.

= Las ecuaciones son no locales: Esto es mas ficil de ver en el caso de elasticidad. Se sabe
bien que en el caso de elasticidad compresible el problema es eliptico, de manera que hay una
cierta localidad de los efectos. Esto se pierde en el caso incompresible. Por ejemplo, considere-
mos un sélido incompresible que ocupa una regién Q (ver figura 10.1). Las condiciones son de
desplazamiento nulo en toda la frontera, menos en una cierta parte I'y donde se aplica un cierto
desplazamiento uniforme, y otra cierta parte I's donde las condiciones son libres, es decir traccion
nula. En el caso compresible, el operador es eliptico, local, y la influencia del desplazamiento
impuesto sobre el dominio I'; en el dominio I's dependerd de la distancia entre ambas regiones,
sus tamanos relativos, etc... Si el tamano de ambas regiones es similar y muy pequenios con
respecto a la distancia que los separa, entonces los desplazamientos en I'y seran despreciables.
Por el contrario, en el caso incompresible, el cambio de volumen total en I'y debe ser igual al
impuesto en I'y, por lo tanto los desplazamientos en I's serdn del mismo orden que aquellos
impuestos en I'; (asumiendo que ambas regiones de la frontera tienen dimensiones similares).

= Cambia el caracter matematico de las ecuaciones: También en el caso elastico, estacionario
las ecuaciones dejan de ser elipticas al pasar al caso incompresible. Esto se debe a que la ecuacion
de continuidad “no tiene término en derivadas segundas”.

s La ecuacion de la energia se desacopla de la de momento y continuidad: El campo de
temperaturas se puede obtener a posteriori a partir de el campo de velocidades obtenido.

10.3. Formulacion vorticidad-funcion de corriente

La vorticidad se define como
Q=Vxu (10.5)
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Figura 10.1: No localidad en elasticidad incompresible.

el cual, para un flujo bidimensional se reduce a

ov  Ou
N=Q0,=— — — 10.6
dr Oy ( )
En 2D se puede encontrar una funcién de corriente v tal que
oY
=2 10.7
= (10.7)
o
=—— 10.8
o (10.8)
Tomando rotor de (10.3) se llega, despues de un cierto trabajo algebraico, a
o

pero (sélo en 2D!) el tercer término es nulo, ya que Vu debe estar en el plano y € estd fuera del plano,
de manera que la ecuacién se reduce a una ecuacién de adveccién difusion para la vorticidad

% + (u- V)2 = vAQ (10.10)

Por otra parte, recombinando (10.6) con (10.7) se llega a una ecuacién de Poisson para la funcién de
corriente:

Ap = —Q (10.11)

La “formulacion vorticidad/funcién de corriente” consiste en resolver (10.10) y (10.11) en forma
acoplada.
Las ventajas y desventajas de la formulacion, con respecto a la formulacién en variables primitivas

(10.3-10.4) son
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» La extensién a 3D de la formulacién vorticidad /funcién de corriente es muy compleja.
» La formulacién vorticidad/funcién de corriente tiene un grado de libertad menos por nodo.

s Las condiciones de contorno para la presién son desconocidas para la formulacién en variables
primitivas.

s Las condiciones de contorno para la vorticidad son desconocidas para la formulacion vortici-
dad/funcién de corriente .

» La formulacién vorticidad/funcién de corriente requiere de cierto cuidado en cuanto a la discre-
tizacién.

10.4. Discretizacién en variables primitivas

A pressure node
A As ] — u velocity node
T v velocity node
. \_ \
J+l 7 Ar—\ = ALy =
j R
-1 ——ZF’-——!F‘F A
J[.Hi\" 1_‘_\ AN Ay
i-1 i i+1

Figura 10.2: Grilla estdandar (no staggered) usada para flujo incompresible en variables primitivas.

Si despreciamos el término convectivo (problema de Stokes) y consideramos el caso estacionario
en una malla de paso homogéneo h, la siguiente discretizacién (espacial) de segundo orden parece ser
un buen punto de partida (ver figura 10.2) :

V(Apu)ij — Pix1j — Pizlj _

2ph
v(Apv)ij — % =0 (1012)
Ui+l — Ui—15 | Vigj+1 — Vij—1
2%, + 2h =0

donde Ay, reresenta el operador de Laplace discreto estandar de 5 puntos

. . T .. c e — AU
B (10,13
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\

1

-
=
\

i-1 i i+1

Figura 10.3: Grilla no staggered. Stencil para la ecuacién de momento segin x

j+1 Z&
A A A
j
A
j—]_ yd Ay

i-1 i i+1

Figura 10.4: Grilla no staggered. Stencil para la ecuacién de momento segtin y

En las figuras 10.3, 10.4 y 10.5 pueden verse los stenciles usados para cada una de las ecuaciones.
Pero resulta ser que las presiones en los nodos impares se desacopla de los pares dando lugar a modos
“checkerboard” en la presién. Las formas des resolver esto es

» Resolver una ecuacién alternativa para la presién llamada PPE (Poisson Pressure Equation).
» Usar mallas “staggered” (en espafiol “desparramadas” (777))

s Usar métodos de compresibilidad artificial.

Discutiremos a continuacién el uso de mallas staggered.
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1

Y
\

i-1 i i+1
Figura 10.5: Grilla no staggered. Stencil para la ecuacién de continuidad

10.5. Uso de mallas staggered

Si consideramos la ecuacion de momento segiin x, entonces vemos que lo ideal seria tener una malla
para los nodos de velocidad = desplazada en h/2 con respecto a la malla de los nodos de presién, en
ese caso podriamos tener una ecuacién de la forma (ver figura 10.7)

Similarmente, para la ecuacién de momento segin y tenemos (ver figura 10.8)

V(A1 — P =0 (10.15)

Esto evita el desacoplamiento de las presiones entre nodos pares e impares. Entonces tenemos 3
redes “staggered” a saber (ver figura 10.6)

» Los nodos de presién: p;; =~ p(ih, jh)

= Los nodos de velocidad @: v, 1, ; & u((i + h)h, jh)

= Los nodos de velocidad y: v, ; 1, & v(ih, (j + 15)h)

con i,j enteros. Por otra parte, la ecuacién de continuidad también queda en un stencil mas
compacto, si lo imponemos sobre los nodos de presién (ver figura 10.9)

Yitlhj — Yi-lp; n Yij+lh ~ Vil
h h
Por otra parte, las condiciones de contorno también se simplifican algo, en cuanto a las condiciones
sobre la presion, ya que utilizando s6lo contornos que coinciden con lineas semienteras (i, j=entero+15).
El método de mallas staggered es probablemente el méas robusto y prolijo para tratar flujo incom-
presible por diferencias finitas.

=0 (10.16)
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__1________
|
|
+
|
|
|
.T_.
=
~
N

i+1
i-1/2 i+1/2

Figura 10.6: Grilla staggered usada para flujo incompresible en variables primitivas.

10.6. Discretizacion por elementos finitos

Considerando el caso estacionario, flujo reptante, un término forzante f y condiciones de contorno
Dirichlet, las ecuaciones de gobierno son

vAu—Vp=f en() (10.17)
V:u=0 en( (10.18)
u = l__l, en I (1019)
y espacios de interpolacién
Xy =span{Ny,,p=1...N} (10.20)
Vi =span{Ny,,p=1...N} (10.21)

La formulacion débil Galerkin se obtiene pesando la ecuacion de momento por una funcién de
interpolacién de velocidad y pesando la ecuacién de continuidad con las funciones de interpolacion de
presién.

/ (V-u)d2=0, Vpe X, (10.22)
Q
/(V . qﬁ)de—i—/ v(Vv:Vu)dQ = / f-VdQ—i—/v-t -ndll, YW e, (10.23)
Q Q Q r
Notar que, como no aparecen derivadas de p ni ¢ entonces es posible utilizar aproximaciones discon-
tinuas para p.

El sistema al que se llega es;
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! | | |
L I TR D [
! | | |
1 | ! L | punto alrededor del
J : : : - /://?cual se hace la aproximacion
—:'——‘——T——‘——"'—/——‘:'———j+1/2
I
I R e
I
e e e e .
. ! | L |
= | T
[ R A D [ I
! | | |
! | | |
I
=1 il
i-1/2 i+1/2

Figura 10.7: Grilla staggered. Stencil para la ecuacién de momento segin z

donde

0o -QT P] [0
-Q vK U| | F
AX =B
ph:zpuNpu
“w

b1

p
p—| "’

PN
uh:Z“uNuu

nw

Uy

U2
P=

un

Q,ukl/ = /K;Nu,u,k pr dQ

Ki,uju = / Nuu,k 5ij Nul/,k: dQ
Q

(10.24)

(10.25)

(10.26)

(10.27)

(10.28)

(10.29)

(10.30)

(10.31)

Noétese que la matriz K es simétrica y definida positiva, mientras que la matriz total A sélo es
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! | | |
L I TR D [
! | | |
+1 : ! L | punto alrededor del
- cual se hace la aproximacion
| Ny = g
—:'——‘——T——‘——"'—/——‘:'———j+1/2
| |
|
j : :;L%ri_»
| |
R e R et CEREEEN
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Figura 10.8: Grilla staggered. Stencil para la ecuacién de momento segun y

simétrica y de hecho no puede ser definida positiva ya que tiene elementos diagonales (en el bloque 0)
nulos.

Como K es no-singular podemos eliminar U de la ecuacién de momento e insertarla en la ecuacion
de continuidad obteniendo una ecuacién para P de la forma

HP = (Q'K'QP=-Q'K'F (10.32)

La matriz H es simétrica y semidefinida positiva. Para que el problema este bien planteado debemos
al menos exigir que la matriz sea no-singular. Podemos ver que esto ocurre si y solo si Q tiene rango de
filas (el nimero de filas linealmente independiente) N,, (el nimero de grados de libertad de presion).
Efectivamente, si Q tiene rango menor que N, entonces existe algun vector P tal que QP = 0 y
entonces HP = 0. Por otra parte, si Q tiene rango igual a N, entonces para todo P # 0 vale que
u = QP # 0 y entonces

PT(QTK'QP=u"K'u>0 (10.33)

con lo cual H resulta ser definida positiva y por lo tanto no-singular.

10.7. El test de la parcela

Ahora bien Q es de dimensién IV, x IN,,, de manera que, para que Q sea no singular debemos pedir
que al menos N, > N,. Si bien esto parece un requerimiento bastante simple, en realidad sirve para
descartar toda una serie de familias de interpolacién y da lugar al famoso “test de la parcela” (“patch
test”).

Consideremos por ejemplo la interpolacién mdas simple que se nos pueda ocurrir es P1/P0 pa-
ra tridngulos, es decir velocidades lineales continuas y presiones constantes por elemento (ver figu-
ra 10.10). (La convencién aqui es poner primero el espacio de interpolacién para velocidades y después
el que se usa para presiones. En general, a menos que se mencione lo contrario el espacio para ve-
locidades se asume continuo y el de presiones discontinuo. Pn denota el espacio de funciones que
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Figura 10.9: Grilla staggered. Stencil para la ecuacién de continuidad.

es polinomial de grado n por elemento, mientras que ()n denota el espacio de funciones bilineales
(trilineales en 3D) de grado m.) En una malla estructurada de cuadrédngulos, donde dividimos cada
cuadrangulo en dos tridngulos, tenemos (para una malla suficientmente grande) N,=2 grados de li-
bertad de presién por cada cuadrangulo y un nodo de velocidad (es decir N, = 2), por lo tanto no
se satisface el test de la parcela y la aproximacién es inestable. Si tomamos parcelas mas pequenas la
situacién es peor, ya que el N, es mayor o igual al N, asintotico pero imponiendo las condiciones de
contorno “mas inestables posibles”, es decir todo el contorno de la parcela con velocidades impuestas
el N, resulta ser

N, = (Nypor elemento) x (nimero de elementos)

+ (ntmero de nodos adicionales de contorno)
, . (10.34)
— (ntmero de condiciones de contorno)

< (Nypor elemento) x (nimero de elementos) = (N, asintdtico)

Entonces, si bien el test de la parcela asintético permite descartar una serie de familias de inter-
polacién, el test aplicado sobre parcelas més pequenio resulta ser mas restrictivo. Por ejemplo para
la interpolacién Q1/P0 el andlisis asintético da N, por celda = 2, N, por celda = 1 lo cual en prin-
cipio estd bien, pero cuando vamos a una parcela de 2 X 2 = 4 elementos cuadrangulares tenemos
N, = 2 (sélo el nodo de velocidad del medio esta libre), N, = 3 (uno de los nodos de presién siempre
estd restingido) lo cual estd mal.

Sin embargo, puede verse que un macroelemento triangular formado por 3 elementos Q1/P0 es
estable.

La relacion asintética mds apropiada parece ser N, = 21N,,.
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Figura 10.10: Combinaciones de espacios de interpolaci on de elementos finitos. Velocidades continuas,
presiones discontinuas.

10.8. La condicién de Brezzi-Babuska

Si bien el test de la parcela es muy 1til para descartar posibles familias de interpolacién, no es
suficiente para asegurar la convrgencia. Rios de tinta han corrido en cuanto a cual es la condicién
para asegurar convergencia en problemas de este tipo y la respuesta es la conocida “condicién de

Brezzi-Bab:uska” tambien conocida como condicion “inf-sup”.

JoyanV - vy dQ

inf sup T - =BB>C#C(h) (10.35)
B0 (fo [V [2dQ)? ([, laF] )
Trabajando un poco esta ecuacién puede llegarse a la conclusién de que
BB = minimo autovalor de{QKﬁlQTl\/I[jl} (10.36)
donde M), es la “matriz de masa” de las funciones de presién es decir
Mpu = /QNWNP,, dQ (10.37)

Como M), es una “matriz de masa”, tiene un nimero de condicién muy bajo y no afecta mucho la
expresion anterior, de manera que podemos tomar también

BB = miimo autovalor de{QK'1Q”} (10.38)
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Figura 10.11: Parcela de 2 x 2 elementos cuadrangulares. Nodos pintados de negro indican grados de
libertad restringidos.

Notemos que la matriz en cuestion es la misma que se obtiene si condensamos el sistema total en
el vector de presiones, ec. (10.33). De manera que el criterio de BB parece relacionar la convergencia
del espacio de interpolacion con el comportamiento de los autovalores para h — 0.

10.9. Métodos FEM estabilizados

Podemos modificar el sistema de ecuaciones a resolver si agregamos a la ecuacion de momento
un término de estabilizacién que proviene de tomar el gradiente de la ecuacién de continuidad y otro
proporcional a la divergencia de la ecuacién de momento a la ecuacion de continuidad. El sistema
modificado es

vAu—Vp—pV(V-u)=f (10.39)
V-u—alAp=—aV-f) (10.40)
El sistema de ecuaciones es
—alLL -QT P| | —aS
[—Q yK+5GHU]_[ F ] (10.41)
donde

H;u/ = /Np,u,kNpu,k dQ (1042)

Gi,u,,jz/ = /Nu,u,iNuu,j dQ (1043)

son aproximaciones a los operadores de Laplace (vectorial) y “grad-div”.

Notar que con el agregado de estos términos de estabilizacion ahora el bloque que antes era nulo ya
no lo es. Por otra parte el sistema es ahora eliptico, con lo cual deberian imponerse también condiciones
de contorno sobre la presién. (Lo cual no es trivial). En la préctica “se deja la presion libre” lo cual
es equivalente a imponer derivada normal de la presién nula (% = 0) lo cual no es cierto pero se
absorbe en una capa limite de espesor h.
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